Capitulo 3

Series

3.1. Introduccion.

El concepto de serie esta relacionado con un problema muy antiguo de las Matemaéticas: jes
posible que la suma de infinitos términos positivos dé como resultado un nimero finito? La res-
puesta es afirmativa y sélo hay que definir correctamente el concepto de “suma infinita”. En este
capitulo se introducen las definiciones, propiedades bésicas y algunos criterios de convergencia
de series, con especial atencién a las series de potencias.

3.2. Series de nuimeros reales.

Sea {xn}n>1 = {z1, T2, x3, ...} una sucesién de nimeros reales. La suma s,, = 1+ ---+ 2y,
de los n primeros términos se llama suma parcial n-ésima de la sucesién. Se llama serie asociada
a {z,} a la sucesién {s,} de sumas parciales.

Ejemplo: Si {x,} = {1/2"} = {1/2,1/22,1/23,...} entonces s; = 1/2, so = 1/2+ 1/4 = 3/4,
s3=1/2+1/4+1/8 =7/8. En general,

S N _1/2—1/2““_1 1
Ty T on — T 1-1/2 = on
o0
Denotaremos por Z Z, a la serie asociada a {z,}.
n=1

Convergencia.

e.)
Diremos que una serie g x, es convergente si la sucesién {s,} es convergente, es decir,
n=1

si existe lim s, = (x1 + 22 + -+ + ) = s. Dicho limite se llama suma de la serie y se

lim
n—oo n—oo

o0
denota s = Z T,

n=1



24 Capitulo 3. Series

En el ejemplo anterior,

=1 1
S g = =i (1-50) =1
n=

Por tanto la serie es convergente y su suma es 1.

o
Si lim s, = 400, diremos que la serie E T, es divergente.
n—oo

n=1

Por ejemplo, la sucesién {z,} definida por x,, = 1, ¥n > 1 proporciona la serie Z T, cuya
n=1
sucesion de sumas parciales es {s,} = {n} ={1,2,3,...}. Por tanto hm sp= lim n =00y la

n—oo
oo
serie E 1 es divergente.
n=1
Series geométricas. El ejemplo usado antes es una de las pocas series cuya suma se puede

calcular facilmente. En general, si a es un nimero real, llamaremos serie geométrica de razén a
oo

a la serie g a". Es sencillo probar que dicha serie es convergente si |a| < 1y ademés

n=1

oo
g a =
n=1

Observacion. El caracter convergente de una serie no varia si prescindimos de una cantidad finita
de téminos, pero si varia la suma en el caso de que sea convergente. Por ejemplo,

1 =1 1
2=l Ll s
n=0 n=1

n=1
Propiedades:
o o0 o
1. Si Z Tny Z Yn, SON convergentes entonces Z(mn +1vy) también es convergente y ademas
n=1 n=1 n=1
oo
(@0 +ya) = wazyn
n=1
oo [e.e]
2. Si Z Zy es convergente y A € R entonces Z()\xn) también es convergente y ademas
n=1 n=1

Z (Azp) —)\an
n=1
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o0
3. Si E T, es convergente entonces necesariamente lim x, = 0.
n—oo

n=1
. s . . o0 .
Esta propiedad es ttil para concluir que una serie ) >, , no puede ser convergente si

lim z,, # 0. Por ejemplo, la serie > .~°,((n — 1)/n) no puede ser convergente porque
n—00
lim (n — 1)/n = 1 # 0. El hecho de que lim z, = 0 no garantiza que la serie sea
n—00 n—00
convergente. Como veremos a continuacién, la serie > > ;(1/n) es divergente a pesar de
que lim (1/n) =0.

n—oo

3.3. Series de términos positivos. Criterios de convergencia.

o
En esta seccion consideraremos series g Zy, de términos positivos, es decir, x,, > 0, Vn > 1.

n=1

I. Criterio de la integral.

Sea f :[1,00) — R una funcién continua tal que

a) f es decreciente.

b) f(x) >0,Vz > 1.

S [e's]
Entonces la serie Z f(n) converge si y sélo si la integral impropia / f(x)dx es convergente.
1

n=1
Ademsds, en caso de que sean convergentes, se tienen las siguientes desigualdades:

/1 f(z)dz S;f(n) < f(1)+/1 f(z)dz.

oo
Aplicacién: Por comparacién con la integral impropia / (1/2%) dx, se deduce del criterio de
1

(o]
la integral que la serie Z 1/n® converge si a > 1y diverge si a € (0, 1].

n=1

o o0
Por ejemplo, la serie armonica g 1/n es divergente, mientras que la serie E 1 /n2 es

n=1 n=1

o
convergente y ademds, como / 1/ z2dz = 1, se cumplen las desigualdades
1
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II. Criterios de comparacion.

Como en el caso de las integrales impropias, consideraremos dos tipos de criterios de com-
paracion: uno directo y otro por paso al limite.

o0
Criterio 1. Sean Z:cn y Zyn dos series de términos positivos. Supongamos que =, < Y,

n=1 n=1

Vn > 1. Entonces:

o0 o oo oo
a) Z Yn converge — Z Ty converge v ademds Z Ty < Z YUn.-

n=1 n=1 n=1 n=1

[e.e] oo
b) Z xp diverge = Z yn diverge.

n=1 n=1

Por ejemplo, la serie Z sen? (n)/3™ converge y ademés

n=1

oo

>, sen? 1
YRS gy

n=1 n=1

x
Criterio 2. Sean Z Tny Z yn dos series de términos positivos. Supongamos que existe lim ~* =

n=1 n=1 "0 Un
l.
oo o0
a) Sil € (0,00) entonces Zyn converge <= Zmn converge.
n=1 n=1

oo oo
b) =00y Z ypn, diverge = Zmn diverge.

n=1 n=1

o o0
c)l=0y Z Yp converge — Z Ty converge.

n=1 n=1

n—n

P 1 d | @
or ejemplo, consideramos la serie ; n2 + n omo
_ 2 _
T VALV O B P el A R
n—00 1/7’L n—oco N+ 1

[e.e]

(o)
n — \/ﬁ
se tiene que 1/n diverge =— ———— diverge.
q n§:1 / g nE_ i g
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III. Criterio del cociente.

00

. , . .. . , Tn+1

Sea E Iy una serie de términos pOSlthOS. Supongamos que existe lim . Entonces:
n=1

n—oo Iy

[e.e]
;o Intl
a) lim 2 <1 — g Z, converge.
n—o0 Iy, 1
n—=

o
;o Tntl .
b) lim > 1 — g x,, diverge.
n—oo  Xp ‘
n=

.o Tn+1 .. . . .
Si lim =1, el criterio no decide la convergencia de la serie.
n—oo Iy

IV. Criterio de la raiz.

(o)
Sea g Zp una serie de términos positivos. Supongamos que existe h;m Yx,. Entonces:
n o0

n=1

o0
a) nhﬁngO YV, <1 = len converge.
n=

o0
b) nh_}rrgo Y, >1—= z:la:n diverge.
n—=

Si lim /x, = 1, el criterio no decide la convergencia de la serie.
n—oo

3.4. Convergencia absoluta.

o o
Diremos que una serie g x, es absolutamente convergente si la serie g |z, | es con-
n=1 n=1

vergente.
Teniendo en cuenta la desigualdad triangular, se tiene el siguiente resultado:

Propiedad. Toda serie absolutamente convergente es convergente. Ademsds,

S) 00
> wn| <D lanl.
n=1 n=1

Esta propiedad permite aplicar los criterios de convergencia para series de términos positi-
vos a series arbitrarias. En particular, tenemos la siguiente generalizacién del criterio del cociente:
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Criterio del cociente generalizado.

oo
. , . ; Tn+1
Sea E Ty una serie de ntimeros reales. Supongamos que existe lim ! Entonces:
] n—oo |y
n—=

o
.z
a) lim M <l= an es absolutamente convergente.

n—oo x|

n=1
, ‘xn—&—l‘ =
b) lim ——— > 1 = E Zp NO converge.
n—oo x|
n=1
. 12 ’xn—i-l’ . . . . .
Si lim ———— =1, el criterio no decide la convergencia de la serie.

n—00 ‘xn‘

Observacién: se puede formular un criterio similar usando el criterio de la raiz con lim {/|x,|.
n—o0

(o]
En algunos casos es posible probar la convergencia de la serie E T, a pesar de que la serie

n=1

o0
Z |z, | es divergente.

n=1

Criterio de Leibniz.

Sea {zy} una sucesién de términos positivos decreciente tal que lim z, = 0. Entonces la

n—oo
o0
serie Z(—l)”xn es convergente.
n=1
o0
. . (=" 9 :
Por ejemplo, la serie Z ~—— es convergente ya que la sucesién {1/n} es decreciente y

n
n=1

lim 1/n = 0. Sin embargo, la serie no es absolutamente convergente, ya que
n—o0

(=n"

>

1
=3
n=1

n=1 n
que, como hemos visto, es divergente.
3.5. Series de potencias.
o0
Se llama serie de potencias con coeficientes {ay, },>0 centrada en zy a la serie Z an(x —
n=0

:L'o)n.
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Las series de potencias se pueden considerar como una generalizacién de los polinomios (“de
o

grado infinito”). Una serie de potencias define una funcién f(z) = Z an(x—xp)"™ en el conjunto

n=0
de puntos x € R para los que es convergente. Este conjunto se llama intervalo de convergencia

de la serie y en general es un intervalo centrado en xg. El siguiente resultado es una consecuencia
del criterio del cociente generalizado:

. . |Gn41
Teorema 3.1 Supongamos que existe [ = lim [n+ |
n—oo |ay,|

o0
a) Sil es un numero real positivo entonces la serie de potencias E an(x — x0)" es absoluta-

n=1
mente convergente para x € (xo—r,xo+7), donde r = 1/l se llama radio de convergencia

de la serie. Fuera del intervalo cerrado [zg—r, xo+7] la serie es divergente y en los extremos
puede ser convergente o divergente.

b) Sil = oo entonces la serie de potencias E an(x — )" sblo converge para x = xq (se dice
n=1
que el radio de convergencia es cero).

c¢) Sil =0 entonces la serie de potencias Z an(x — )" converge absolutamente para todo
n=1
x € R (se dice que el radio de convergencia es infinito).

Observacion: se puede formular un resultado completamente andlogo usando el criterio de la

raiz, con [ = lim /|ay|.
n—oo

Derivacion e integracién de series de potencias.
oo

Sea E an(x — )" una serie de potencias convergente en el intervalo (xg — r,z9 + 7).

Entonces se puede definir la funcién f : (zg — r,z9 + ) — R dada por f(x Z an(x — z9)"

Esta funcién tiene las siguientes propiedades:
1. f es derivable en (zg —r,xo + 1)y f'(x Zan (z — x0)" L.

2. f es integrable y ademads una primitiva de f es

)n—i—l

B . an(z — 0
/f(x)dx—;m.
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Ejemplo: Sabemos que la serie Z x" es convergente para x € (—1,1) y ademds
n=0

o
n=0 ( N x)
Si denotamos f(x Z z" =1/(1 — x), se tiene:

f(@) = A= Zn:c Znaz :an ) Ve (—1,1).

Series de Taylor.
Sea f una funcién de clase C*° en un entorno (xg—J, zg+¢) de un nimero real zy. Entonces
se puede calcular el polinomio de Taylor de cualquier orden k > 1:

_ 5~ ) "
x)—z p (x —zo)", Va € (zo — J,z0 + 9).

o0

Si consideramos la serie de potencias g an(z — x0)", con a, = f(xg)/n! y r es el radio

n=0
de convergencia de esta serie entonces se puede definir la funcién

) (e
):Zf Tg! 0)(:U—xg)",V:UG (xo —ryxo+ 7). (3.1)

Dado que f(z) = pr(z) + rx(z), donde

fk—H) (gx) (3j . $0)k+1,

con &, entre xg y x, si kh’m re(z) =0, Va € (zg — r,z9 + r), entonces:
— 00

lim (f(z) — px(x)) = lim ri(x) =0

k—o0 k—o0

y por tanto

flx) = hm pk Z fn —xo)",Va € (xg — 1,20 + 7). (3.2)

Es decir, f es precisamente la funcién g definida en (3.1). La expresién (3.2) se llama desarrollo
en serie de Taylor de la funcién f centrado en xg.
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Ejemplo 1: El desarrollo en serie de Taylor de la funcién e® centrado en zg = 0 es

z"
X
= E —n!,VxER.
n=0

En efecto, veamos primero que el radio de convergencia de la serie es infinito:

1
= lim —— = lim =0=1r=o00.
n—mw(n—%l)! n—oon + 1

Ahora probamos que kh’m re(z) =0, Yz € R. Como f¥(x) = e, Vk >0, Yz € R, se tiene:
—00

e|x\ ’x‘k+1

(&)
- (k+ 1)

(k+1)!

()] =

‘ |k:+1 ’ '| ‘k—I—l

(k+1)

Usando el criterio del cociente para la convergencia de sucesiones, se prueba que

||| .| k+1
im % =0,Vz eR.

De aqui se deduce que ka |ri(x)| = 0 para todo z € R.
—00

Ejemplo 2: El desarrollo en serie de Taylor de la funcién In(1 + x) centrado en zp = 0 es

o n 1 "
n(l+ ) Z Ve (—1,1).

n=1

En este caso se obtiene directamente usando la férmula de integraciéon de una serie de
potencias.

Como Z " =1/(1—z), Vo € (—1,1), se puede definir la funcién

Una primitiva de f(z) = 1/(1 + z) es F(z) = In(1 4+ x). Por otra parte, usando la expresién

anterior:
)n n+1

/f dm—/z b ”d:v—z(n_i_l.

Como dos primitivas de la misma funcién se diferencian en una constante, necesariamente existe
C € R tal que
et (_1)n$n+1

n=0
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La constante C' se determina evaluando los dos miembros de la igualdad en = = 0:

o

(_1)n0n+1

0=In(1+0)=)» ~———
= nt 1

+C=C.

Finalmente, tomando k = n + 1, se obtiene:

0 1)nxn+1

1n(1+x):2(_n+1

n=0 k=1
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