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LA INTEGRAL
UNIDAD IV

V.1 SUMA DE RIEMANN

Sea un intervalo cerrado [a,b], al conjunto de puntos P, ={ XO,Xl,XZ,DI[DXn} contenidos en dicho
intervalo se le conoce como particion del intervalo [a, b] :

Esto implica que: X, =a, X,=b, X_ <X donde i=1234Il[n

A cada subintervalo se le conoce como celda. A la distancia entre los puntos extremos de cada celda se
le conoce como amplitud de la celda.

La amplitud de la primera celda es: A; X=X, =X,
La amplitud de la segunda celda es: A,X =X, =X,

La amplitud de la tercera celdaes:  A;X=X; =X,

Gréaficamente:

a b
| | | | | | | | | | | |
+ | B — 1 1 1 1 1 1 1 + >
X
Xo Xy X3 X3 Xqg X5 Xg Xy Xg  Xg  Xgg Xp3 Xpp Xy

Como se puede advertir, la amplitud de las celdas viene dado por la diferencia de sus valores finales e
iniciales. Por lo tanto, en general, la amplitud de cada celda viene dada por:

DX =% =X

A la mayor amplitud de las celdas de una particién se le denomina norma de la particion y se le denota
por ||A||

Ejemplo.

Dado el intervalo [0,6], efectuar dos particiones diferentes de seis celdas y en cada caso determinar cudl
€s su norma.

Solucién.
a) Si se hace una particién de igual amplitud:

Xg  Xg X, X3 X4 Xg Xg
+— I I I I ¢
0 1 2 3 4 5 X
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AX=Xs =X =

O su norma es ||A|| =1

Lainteral tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

b) Se hace una particion de la manera que se indica:

X Xy X3 X, Xg X
¢ | — | ¢
0 08 17 29 36 4.9 X

A X=X —-X%X=08-0=08
AX=X,—-% =17-08=09
AX=X%X,—X,=29-17=12
AX=X%X,—%X,=36-29=07
AX=X%X—-X,=49-36=13
AX=X%Xs—%X =6-49=11

O la norma de esta particion es ||A|| =13

Sea una funcion y = f(x) definida y limitada en un conjunto D. Considérese una particion en dicho
conjunto que contenga n subintervalos. Si se escoge un punto § en cada subintervalo de la particion de

forma tal que:

& O [XO,Xl] o bien:
& O [Xl, X2] o bien:
& O [Xz,xg] o bien:
y en general:

& O [Xi_l,xi] o bien:

X6 S
X S$HSX
X, £E S X

XS SX

Si se forma la suma de productos del valor de f en cada punto & por la amplitud de la celda respectiva, se tendra:

f(fl)AlX-'- f(fz)Azx"' f(fs)Asx"' f(£4)A4X+DID} f({l )AiX+DI|I+ f(fn)AnX

que en forma concentrada se puede representar como:

n

3 (e

i=1

expresién que se conoce como Suma de Riemann.



Esta expresion calcula la suma de cada una de las bases (las celdas, AX) por su respectiva altura (que
son las f (E)) de una funcién, dada una particién. Esto determina la suma de las areas de los rectangulos
formados.

Ejemplo.
Dada la funcion y=-x*+16con 05< X <3, obtener la suma de Riemann para la funcién dada la
particion: X, =05, X =1, X,=13 X;=19 Xx,=21 X =25 X,=29 X =3

Solucion:
Los puntos elegidos de cada celda son:

g‘l =08, 52 =12, 53 =15, 54 =2 55 =23 56 =27, 57 =295
Graficando se tiene:

y
i N
1
5 S R
A R I HAN
l\
1 1 1 1 1
1 NI \\
R o TN
] 1 ] ] 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 ] ] 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
4 T N I I
] 1 ] ] 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 ] ] 1 1 1
B T I
| | | |
0.5 1 1.3 19 21 25 293 X
08 1.2 15 2 2.3 2.7 2.95

La suma de Riemann es:

> (€)= 1 (@) 1(E)Bxr 1(E)Rx+ 1(E)8x F(E)BxH FEIB X (6 x

= f(08)1-05)+ f(12)(1.3-1) + f(15)(1.9-13)+ f(2)(21-19)+ f(23)(25-21)+
f(27)(29- 25)+ f(295)3- 29)

=15.36(0.5)+1456(0.3) +13.75(0.6) +12(0.2) +10.71(0.4) + 871(0.4) + 729(0.1)

7

0 > (&) x=31195

i=1

y |a]=0s6.

En el caso siguiente:
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AN

F-y============"3

se aprecia que algunas de las areas son negativas, por lo tanto, la interpretacion geométrica de la suma
de Riemann es:

D HERX=A+A-A-A-A+A+A-A=A-A
puesto que f(&,), £(&,), £(&) (&), (&), (&) son nameros negativos.

IV.2 INTEGRAL DEFINIDA

Si f es una funcion definida en el intervalo cerrado [a, b], entonces la integral definida de f de aa bse
define como:

b n
[ £(x)Jax=lim > £(&)p,x  (si el limite existe)

HAH"O i=1
f(x) se llama integrando.
a y b son los extremos o limites de integracion (@ es el extremo inferior y b es el extremo superior)

I se llama signo de integracion.

Si ||A|| — 0O implica que N — o, por lo tanto:

f(x)dx=LiT°iZil:f(<ﬁ)Aix

D C— T
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IV.3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA INTEGRAL DEFIN IDA

n
La suma de Riemann Z f (fl )Aix representa la suma de los N rectangulos. Si la norma de la particion
i=1
tiende a cero implica que el nUmero de celdas se incrementa, es decir que cada vez se tienen mas y mas
rectangulos que se aproximan al area real bajo la curva.

Por lo tanto, por definicion: la integral definida es el area bajo la curva en sus limites.

;

/] )
Vil AN
3 BN _
y N 1 y=Ff(x)
! (&) LN
i T
l l ' £(8,) T
! ! ! r f(8)
X
Xo & Xy & X & X3 & X, &s Xg
a b
y n=12
//:/ P
/ RHE I
A R R y=1(9)
Xo 53 &s 510 X12 X
a b
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f(x)

y:

a

Las figuras anteriores muestran como la suma de rectangulos se aproxima al area real bajo la curva si

n - oo,

Ejemplo.

Obtener I x* dx en forma aproximada utilizando una particion de ocho celdas.

Efectuando la particion:

Solucién.

3 X, =35 x=4

X6:

2.5,

Xs

X, =15 Xx,=175 X,=2

125,
los puntos elegidos de cada celda son:

&=11 ¢&,=13 ¢&=16

4

:l X =

X

£ =325 & =375

£.=24, & =28

&, =18

+ f(16)[1.75-15]+ f(18)[2— 1.75]+ f (24)[25- 2]+

125)

f(11)125-1]+ f(1.3)15-

Ixz dx

1

3]+ f(375)4-35]

f(28)3- 25|+ f(325)35

5)+3.24(0.25) +5.76(0.5) + 7.84(0.5) +10.56240.5)

1.21(0.25)+1.69(0.25) + 2.56(0.2
+14.06250.5)

4
0 j x2 dx 02128u2.

1
graficando se tiene:



y /
16 T
;:
1
1
12 ! A 021.28 u?
alk
1 1
1 1
8 7Zl l
111 1
1|1 1
1|1 1
1|1 1
1|1 1
I ] 1
4 TEEER
IHEN 1
il 1] T 1 1
11 1 1|1 1
(AR L 1 1|1 1
[RER L 1 1|1 1
pypjejry o oo 1
IIIIIII L1 1l L
X
1 2 3 4

IV.4 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Si f(X) y g(X) son dos funciones continuas en el intervalo de integracion [a, b] y K una constante
cualquiera

1)J' x) dx =0

N
~

a1
~

DT QT DT QT

b
f(x) cbx = [ £ (x)be-+ [ £ (x)obx cuando a<c<b

IV.5 INTEGRAL INDEFINIDA O ANTIDERIVADA

Una funcion F sera antiderivada, o primitiva, de otra funcion f en un intervalo [a, b] si F'(X)Z f(X)
para todo valor de X en eI intervalo.

Esto es, si F = J- dX F



Pagina del Colegio de Matemdticas de la ENP-UNAM La integral Autor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

Ejemplo.
sea f(x)=5x®+12x*-10x. Eso implica: f'(x)=15x* +24x-10
La antiderivada de esta funcion es la funcion original f (X) . Esto significa que:

[ {15x + 24x-10) dx = 5x° +12x* ~10x

La funcion f (X) tiene una antiderivada particular [a, b] que es F(x).
La antiderivada general de f (X) es:
F(x)+C
donde C es una constante.
Ejemplo.
sea f(x)=9x®+7x-4 = f'(x)=18x+7
[ (8x+7)dx=9x* +7x+C

IV.6 FORMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION

Si U, V, W tres funciones de X y a una constante cualquiera. Las 27 férmulas fundamentales de
integracion son:

1) Idu=u+C
2) I(uivtw)dxzjudxij.vdxij.wdx
3) Iau du:aj.u du

un+1
4) J'u”du = 1

5) jsenu du=-cosu+C

+C (n¢ —1)

6) J'cosudu:senu+C

7) J'tanu du =Injsecu| +C

8) jcotudu:In|senu|+C

9) jsewduzln|sew+tanu|+c
10) Icscu du = Incscu - cotu|+C
11) jsec’-udu:tanu+C

12) Icscfudu:—cotu+c

13) jsecu tanudu=secu+C
14) J'csw cotudu=-cscu+C

15) je” du=e"+C
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16) J'% =Inju[+C

17 J'a“du=a—u+C (a>0a=1)
Ina

sentY

18) + C

e
du 1. u
19) jm:gtanla+c

20) ——sec —+C

J‘U\/U -a’

du 1, 6 |u-a
[5—==2-In—+C
u‘°-a® 2a |u+a

J- du 1 |a+u

21)

22) =—In +C
a —-u 2a |a-u

23) IL :In(u+\/u2 +a2)+c

24) I%:In‘u+ u?-a?|+C
25) J\/az—uzdu:%ux/az—uz+%azsen‘1: +C
26) J‘«/u2+a2du:%ux/u2+a2 +%azln(u+x/u2+a2)+c

27) J.\/uz—azdu:%ux/uz—a2 —%azln‘u+ u?-a?

+C

IV.7 INTEGRALES DIRECTAS E INTEGRALES QUE REQUIEREN CAMBIO DE
VARIABLE

Una integral directa es aquella que se adapta exactamente al integrando con una de las formulas fundamentales.
Sin embargo, la gran mayoria no son directas, por tanto, antes de integrar se debe completar la diferencial du
para adaptarla a una férmula, lo que obliga a hacer intervenir una constante que multiplique y divida a la
integral. En seguida, se extrae de la integral a la constante que no haga falta para completar la diferencial du
tal y como lo indica la férmula nimero 3.

Ejemplos.
Calcular las siguientes integrales inmediatas:

1) jdx:x+c
2) j4dx:4x+C

X3
3) j X dx="+C
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6
4) I 8x° dx=8%+c

6 5 4 3 2
5) j(12x5+13x4—11x3—10x2+7x—8)dx=126X +135X —12‘ —103X +7)2( ~8x+C

2

-3 33
3

) 3
7) I\/;dxzj.xzdxzx—;+C:§\/F+C

6) Ix—zlldx=J'2x

2
, 18
8) Ide=jxﬂdx=)i—: C:i—;@+c
11
5 2
- -9x 3 27 27
9) dx = dx=|-9x 3dx = +C= +C— +C
[ oo ER

10)](%]d —j(x 5——jdx J'(x 5-4x" )d —X—22—5x—4x_l+C

2
:X——5x+ﬂ+C
2 X
4X3 _10)(2 _16)(_14 _ -2 -3 -4 -5
11) J'( W de—J'(Zx —=5X7 =8X" = 7X )dx
-1 -2 -3 -4
:2x 55X 8xT TX +c:—3+ 5 N 8 N 7 ‘C
-1 -2 -3 -4 x 2x* 3x® 4x*
1 3 5
2 2 2 1 1 3 2 2 2
12) J.de:jwdxzjm#dx:j X 2 +2X2 + X2 dx—x_ 2X +X_+C
Vx : : 1 5
X X 2 2 2

Ejemplos.
Calcular las siguientes integrales efectuando cambio de variable:

13) I(x3+2)23x2dx u=x’+2 = du=3x*dx

10



= [’ du:u—a+C:—(X3+2)3 +C
3

3
4
14) dex u=x>+6 = du=5x*dx
(e +6]
-6
-8 d—l71=§ u'7du:(§ju—+C= 8 5= ° ~+C
5/ u’ 5 5)-6 -30u 30(X5+6)
1
15) j(x3+2)5 X% dx u=x’+2 = du=3x*dx
3
1 2 J G + X
:lj u?2du= 1 u_+C:2(X—2)+C
3 3 § 9
2
2
16) dex u=x*+17 = du=3x*dx
(¢ +17f
-2
8 d—‘izﬁ u‘3du:(§ju—+0= 82=‘ . ~+C
3w 3 3)-2 -6u 3(X3+17)
xX+3 2 _
17) jmdx u=x2+6x = du=(2x+6)dx

N

-4l e el

18) J' VX% =2x* dx
=j (x2 —2x4)% dx:J'[x2 (1— 2x2)]% dx=jx(l—2x2); dx
u=1-2x> = du=-4xdx

3 7 \a
:%4". u% du:(ij£+C:—M+C

3 12

w |

2
19) jsen 4x dx

u=4x = du=4dx

- l.[senu du=—Lcosu+C = —Lcosax+C
4 4 4
1
20 cos— x dx
) | >

uzix = du=%dx

11
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= %J'cosu du=23enu+C=23en%x+C

2
21) j tan5x dx

u=5x = du=5dx

= EJ'tanu du=TIn lsecul+C = [sec5X+C
5 5 5

2
22) jx cotx dx

u=x> = du=2xdx

- 1J'cotu duzlln|senu|+C:1In‘senx2‘+C
2 2 2

23) jsecllx dx

u=1lx = du=11dx

= iIsecu du :iln secu+tanu|+C :iln [seclIx +tan11x|+C
11 11 11

24) j 7x csclOx? dx

u=10x> = du=20xdx

= ljcscu du :lln |cscu —-cotul+C :lln ‘csc:le2 —cot10x2‘+C
20 20 20

25) J'secf 8x dx

u=8x = du=8dx
1 1 1

= —J'sec,2 udu==tanu+C ==tan8x+C
8 8 8

26) j 5x sec7x’ tan7x? dx

u=7x> = du=14xdx
5 5 5 2

= —J'secu tanu du = —seau+C =—sec7x’> +C
14 14 1

27) J' 17w? cscl3w’ cot13x* dw

u=13* = du=52w°dw

= chscu cotudu= —Ecscu +C= —Hcsclsw“ +C
52 52 52

28) j 15k® cs@ 4k’ dk

u=4k’" = du=28°dk

= EJ'csc,2 udu= —Ecotu +C= —Ecot4k7 +C
28 28 28

29) j 10€™ dx

12

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa
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u=5x = du=5dx

= %Oje” du=2e"+C=2e*+C

30) J' 1—19cos6x =% dx

u=sen6x = du=6cos6xdx

= Ie” du=—t e +C=—t ™% 4C
196) 114 114
13 4_10x°
31 —x"e™ dx
) jg
u=10x> = du=50x* dx
= —13 je“ U= e +C =10 g0 4C
450 450
32
) ~[3 6x°
u—3+6x = du=18x* dx
- = @_—l njul + c_—ln\3+6x\+c
18
sen5x
33) j
cosSx

u=cosbx = du=-5sen5xdx

J'—— 1 nju/+C= —In|c055x|+C

dx

3(8x+11x2) (8+22x)
* J (8x +11x° )3

=(Bx+11¢f = du=3x+11) (8+22x)dx

SN j%:|n|u|+c:|n‘(8x+1b<2)3 +C
35) j56xdx
u=6x = du=6dx
u 6x
—j5”du 15 N _15 +C
6In5 " 6In5

36) j 3x8 9 dx
u=17x’° = du=153®dx
3 ¢w. 39 397
= — u=— +C=— +
153 153In 9 1531In9

13

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa
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37)j 6 dx
N4=-x*

a’=4 = a=2 u’=x> = u=x = du=dx
- BJL:BSen'lE+C:63en‘1§+C
2 _ 2 2 2
-9
38) |———dx
) '[16+25X2
a’=16 = a=4 u’=25x* = u=5x = du=5dx
= —gj%Z—g(ljtanﬂE+C =——tan
54 +u 54 4 20
15x
39) |———dx
J.xzx/x“—81
2

=81 = a=9 u’'=x* = u=x* = du—2xdx

J' —5(3 ‘1U+C—1—55e —+C
u u 92 2\9 18 9
10x
0 I49 5
a’=36 = a=6 u'=4%° = u=7x = du=21x*dx
10 du 10 1 -,
= S22 2 T 55l oA
21 u*-6 2(6 u+6 252 " +e
41) j' dx
a’=10 = a-= x/_O u’=x>* = u=x' = du=4x®dx
N _I du  _ n|u=10] X =V10[,
( J10 u+x/_0 8\/_0 ‘x +\/_0‘
42 I49 4"
a’=49 = a=7, u’=4x? = u=2x* = du=12x°dx
9 9 1 9 |7+2x°
= [ =2 C=—2| _
12 7 -u? 2(7 168 |7-2x

| Wd

a’=4 = a=2 u'=x? = u=x> = du=5x"dx

—gj—zzd%uz:—gln‘uh/uﬂzz 3 x5+\/x1°+4‘+c

+C=-
5

14

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa
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a’=25 = a=5 u’=sen?x = u=senx = du=cosxdx

= j%zln‘w\/uz—? +C:In‘sen X+ 4/ sen? x—25{+c
45) j \100-64x2 dx

a’=100 = a=10 u’=64x> = u=8x = du=8dx
= 2[\10-u? =2 (lju\/loz —u? +20Psent Ll+c
8 8\ 2 2 10
8x 7 100 ., 8x
= X 100-64x% +——sen* X+ C
16 16 10
46) j\/3x2+5dx
a’=5 = a=45 u?=3x) = u=+3x = du=+/3dx
1 > 2 1 1 5 > 1 ‘ > ‘
— [Ju“+5 =—|| = uyu - +W5) +=(5)In|ju++/u“+5/ [+C
= @I @([2) \ (\/_) 2() v
22\/3x2+5+2—53m‘\/§x+v3x2+5‘+C

7
47) j\/xz —36 dx
2 _ 2

a’=36 = a=6 u’=x* = u=x = du= dx

= J\/u2 -6 :%u\/u2 -6 —%(GZ)In‘uh/u2 -6
:%x\/xz—36—18In‘x+\/x2—36{+c

+C

IV.8 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. REGLA DE BARR OW

si y=f(x) es continua en el intervalo [a,b] y si g(x) cumple que d?jg(x): f(x) Ox [a,b]

entonces, el teorema fundamental del calculo® establece que:

f (x) ax=g(b)- o)

D C— T

Expresion conocida como Regla de Barrow.

Ejemplos.

! La demostracién de los teoremas expuestos en los Subtemas VI.10 y VI.11 pueden consultarse en el capitulo 7 del libro Calculo
con Geometria Analitica de Protter y Morrey incluido en la bibliografia.

15
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Calcular las siguientes integrales:

=3
227 1 264466
3 3 3

5
2) J. (6x3 -8x? +7x—2)dx:§x4—§x3+zx2 -2
4 3 2
-2

3 Xax
1) j X2 dx ="
1 3

x=1
x=5

X==2

:[2(625)—2(125)+£(25)—2(5)}—[2(16)—2(—8)+%(4)+2(— 2)}

=90375-33333+875-10-24-2133-14+4[ 62633

3) [ cosxdx=senx s = sen’zT—sen 0=07071-0=0.7071

Oty

Iy

2
4) j sen x cos” x dx
0

Con cambio el variable:
Uu=cosx = du=-senxdx

se cambian los limites de integracion: U, = COSE =0; u,=cos0=1
17 u®
=—|udu=-—

u=0
([ 0 BY 1.1
=l -—— |- -=|=0+===
-13 3|, 3 3 3 3

Comprobando (sin cambio de variable):
e (o) ()1
o L 3)( 3)3

La integral indefinida de la funcion continua y = f (X) formalmente se define como:

_ COS’ X
3

F(x)dx+C

QD C— X

Ejemplo.

Sea F(X)=6X+8
IF(x)dx=I(6x+8)dx=gx2+8x
-3 -3

0 f(x)=3x*+8x-3

%E(X):Gx+8: F(x)

=3x? +8x - (3(— 3f +8(- 3)): 3x2 +8x-3

-3

Esto significa que la integral indefinida , es una integral definida con extremo superior variable.

16
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Gréaficamente:

Finalmente, a partir de lo anterior, se tiene que:

%EF(X) = F (¥

[ %F(x) dx=F(x)+C
dF(x)

pero por definicion de diferencial: dF (x)= di F (x)dx
X

0 [dF(x)=F(x)+C
El teorema fundamental del calculo establece que la diferenciaciéon y la integraciébn son operaciones

inversas.
Los simbolosJ‘ y d son operadores inversos.

IV.9 TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL

Si y= f(X) es continua en el intervalo [a,b]; m es el minimo absoluto que ocurre en X,; M es el

maximo absoluto que ocurre en X,, . Es decir:

f(x,)=m asx, <b
f(x,)=M asx, <b
m< f(x)< M Ox O [a,b]

LI existe un nimero X, O [a,b] tal que:

17
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[ 1()ax= 1 x)b-a) asx <b msf(x)<M

b
La igualdad I f(x)dx = f(x,)(b—a) se interpreta que, en toda funcién continua, el area bajo la curva
a

siempre podra ser igual al area de un rectangulo que tenga como base la amplitud del intervalo de
definicién de la funcién y como altura el valor de la funcién en algun punto del intervalo.

Gréaficamente esto es:

f(Xo) o mym o o 4 P S R

\

Ejemplo.
Obtener X, de la funcién y =3%’en el intervalo 1< X< 2.

Solucion.

2 Tt

[ 3 dx=x]" =8-1=7
1

Aplicando el teorema del valor medio del céalculo integral:

7= 1()2-) = flx)=o =7

2-1
_ . y I
despejando X de la funcién: X = 3 O X = 3 J1.5275.

IV.10 INTEGRACION POR PARTES

Sean dos funciones U y V derivables de X, y considerando la regla para obtener la diferencial de un
producto:

d(u¥) = u v + v [elu

18
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u lelv = d(u ) - vdu
J'u Ejv:J'd(u W)—Ivﬂju
= J'umv:u@—jvmu

El integrando se separa en dos partes. Una de ellas se igualaa U y la otra a dv (por eso se llama
método de integracion por partes). Se deben considerar dos aspectos:

1) La parte que se iguala a dv debe ser facilmente integrable.
2) IVB:IU no debe ser mas complicada que Iu H0\Y;

Ejemplos.

Calcular las siguientes integrales aplicando el método de integracién por partes:

1) j x e dx

u=x = du=x dv=e‘dx = v=¢*

O J'xeX dx = xe" —J'eX dx=xe* —e*+C

2) J. X sen x dx

Uu=x = du=dx, dv=senxdx = Vv=-COSX

O [xsenxdx=-xcosx~ [(~cosx)dx = -xcosx+ [ cosxdx = ~xcosx+senx+C

3)J‘x\/1+xdx
u=x = du=dx, dv:«/1+xdx=(1+x)%dx = v:§(1+x)2

O [xy1+xdx= x§(1+ x)g —J%(1+ x)zdx=%(1+ x)g —1%(1+ x)g +C

=2_;\/W—1¥45\/W+c

2) [ sen® xax

j sen® x dx :Isenxsenxdx

u=senx = du=cosxdx, dv=senxdx = V=-COSX

O | senxsenxdx = senx(~cosx) - [ (~ cosx)(cosx)dx = ~senxcosx + [ cos’ xdx
pero se sabe que: sen’Xx+cos x=1 O cos x=1-sen’x

= —Sen X cosX +I(1— sen’ x)dx = —Sen X cosX +Idx—jsen2xdx

pero la Gltima integral es igual que la buscada, pero con signo contrario, por lo tanto:

X — SeN XCOSX
stenzxdx:—senxcosx+x+c - J'senzxdx:—+C

5) Ix3 e dx

3

u=x> = du=3x*dx, dv=e*dx = v:%e2X

19
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J'Xs 2 dx = X31 2x J‘

J'Xz 2x

|ntegra| por partes

2 2X

u=x> = du=2xdx, dv=e*dx = v:%e

2 2

2 2x 2X — X_ 2X
Ix dx = x? I e~ 2xdx = Ixe dx

integral por partes

u=x = du=dx, dv=e"*dx = v:%e2X

2X
ZX_J.Eerdxzxe _leZX
2 2 4

2 2 2 2X
0 Ix3 Zxdx— —§ X& _|X€ —le2X +C
2| 2 2 4

B X3e2x 3X2 2X 3X e2x 3ez><
= - +C
2 4 4 8

J'xe2X dx = xle
2

IV.11 INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

Las identidades mas usadas en la resolucion de integrales trigopnométricas son:

1) sen’x+cos x =1 2) sed x =1+ tan® x
3) cs¢ x =1+cot’ X 4) sen’x = %(1— cos2x)
1 1
5) cos x:§(1+ cos2x) 6) senxcosx:E(sen 2x)
21 1
7) 2sen Ele—cosx 8) 2co§§x:1+ COSX

9) SenXcosy = %[sen(x— y)+sen(x+ y)]
10) senxseny = %[COS(X- y) - cos(x+y)|
11) COSXCOSY = %[cos(x —y)+cos(x+y)]

Ejemplos.
Calcular las siguientes integrales utilizando identidades trigonométricas:

1) J' sen® xdx

jsen xdx = j( —costde:%x—%sen2x+C

20
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2) j cos 3xdx

I cos 3xdx:J%dx+]%c036x:%x+l—123en6x+c

3) j cos xdx

j cos' xcosxdx = j (cos2 x)2 cosxdx = I (1— senzx)2 cosxdx

= J'(1—236|12x+ sen’x)cosxdx = Icosxdx— Zj'senzxcosxdx+jsen “xcosxadx
=senx—2[u2 du+‘fu4 du=senx—§u3+%u5 +C :senx—gsen3x+%sen5x+c
4) J' sen? xcos x dx

I sen® xcos’ xdx = J' sen” x(1.- sen? x) cosx dx = I(senzx — sen‘x)cosxdx
=jsen%cosxdx—jsen“xcosxdx:%sengx—%sen5x+c

5) J' sed 2xdx

I sed 2xdx = J'se(,2 2xse€ 2xdx + I 1+ tar? 2x)sec 2xdx

= I se€ 2xdx + I tan’ 2xsec 2xdx = %taan +%tan3 2x+C

6) j sen 2x cos4x dx

[ sen2xcosaxdx = %I[sen(Zx—4x)+ sen(2x + 4x)| dx = %J'sen(— 2x)dx+%jsen6xdx

- 1(_ 1)(— cos(- 2x)) + 1 (EJ(— cos6x) +C = L cos(- 2x) - L cosex+C
2\ 2 2\ 6 4 12

7) J' sen5x sen x dx

1 1 1
[ sen5xsenaxdx = E‘f[cos(Sx ~ x) - cos(Bx + x)| dx = chos4x dx —chosﬁxdx

11 5en4)(—£ 1 (sen6x)+0:isen4x—isen6x+c
2\ 4 2\ 6 8 12
8) J' COS3X C0Ss2x dX

[ cos3xcos2xdx = —j[cos(Bx 2x) + cos(3x + 2x)]dx = = I cosxdx += I cos5xax

=lsenx+1 1 sen5x+C:£senx+isen5x+C
2 2\5 2 1

IV.12 METODO DE INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES

Si P y Q son dos funciones polinémicas, teéricamente siempre es posible resolver integrales de la
forma:

21
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Si el grado de P(X) es menor que el de Q(X) se dice que es una fraccién propia, en caso contrario es
una fraccion impropia.

En la practica, la obtencién de dichas integrales depende de que sea posible factorizar el denominador

Q(x).
Por la naturaleza de los factores del denominador, se consideran cuatro casos:

Caso 1: Factores lineales distintos

A cada factor lineal ax+ b, del denominador de una fraccion racional propia, le corresponde una fraccion

de la forma siendo A una constante a determinar.
ax+b
Ejemplos
1) Hallar: J
x? -4
1 A

B 2
+ , multiplicando por X° —4 se tiene: 1= AlX—2)+ B({x+2
X* =4 x+2 x-2 b P (x-2)+B{x+2)

six=2 = 1=A2-2)+(2+2)B = 4B=1 = B:%

six=-2 = 1=(-2-2)A+B(-2+2) = -4A=1 = A:—%

1 1
J' J' 4dx+J' 4 dx— —In|x+2| —In|x 2+C
x? -4 X+2
_ (x +1)dx
2) Hallar: I—Xs T2 — 6x
x+1 _ x+1 _A B

= =24 +
X2 + X% —6X x(x2+x—6) X X+3 x-2

X+1= A(x+3)(x—2)+ Bx(x—2)+Cx(x+3)

, multiplicando por x® + x* — 6X se tiene:

six=0: 0+1=A0+3)0-2)+0B+0C = -6A=1 = A:—%
six=-3: -3+1=0A+B(-3)(-3-2)+0C = 15B=-2 = B=—1—25
Six=2: 2+1=0A+0B+C(2)2+3) = 10C=3 = c::1—3O

22



1 2 3
(x+1)d 6 15 10 o _ 1 2 3
- J-x +x° GX_I dX+.[ dX+J- _2dX——E|n|x|—Eln|x+3|+ﬁln|x—2|+c

Caso 2: Factores lineales iguales

A cada factor cuadratico de la forma (ax+b)”, donde N=1, que figure en el denominador de una

fraccion racional propia, le corresponde una suma de N fracciones de la forma

A + B + ¢ 5+ [siendo A, B, C,[[l constantes a determinar.

ax+b (ax+b)® (ax+b)

Ejemplos.
1) Obtener: I%
X —
X X A B

(x-2F (x-2)(x-2) x-2 (x-2F
multiplicando por (X— 2) se tiene: X = A(X— 2) +B
Six=2: 2=0+B = B=2

six=0: 0=A(-2)+2 = 2A=2 = A=1
J~ xadx :J- dx +J- 2dx

(x-2)* x-2 7 (x-2)

ahora, haciendo el cambio de variable para la Gltima integral:

U=x-2 = du=dx = J'Z—dx Zju‘zdu
finalmente:
Ix_dx In|x - 2| +C In|x - 2| 2 +C
(x—2) -2
_ (3x +5)dx
2) Obtener: J-—X3_X2_X+1
3x+5 3X+5 3X+5 A B C

X —x2—x+1 (x+1)(x2 —2x+1)  (x+1)(x-1)(x-1) x+1 x-1" (x-12)*
multiplicando por X® — x* — X +1 se tiene: 3Xx+5= A(X—l)(X —1) + B(X+1)(X —1) + C(X+l)

six=-1: 3(-1)+5=A(-1-1)(-1-1)+0B+0C = 4A=2 = A:§=%

six=1: 31)+5=0+0+C(1+1) = 2C=8 = C=§:4
1
(

Si x=0: 3(0)+5=§ 0-1)° +B(0+1)(0-1)+4(0+1)
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= 5:1_B+4 = B:1+4—5 = B:—l
2 2 2

1 1
3x+5 4dx
O J-X " —X+1 X+1+J‘ +J. 1)2 Ahora, haciendo el cambio de variable para la
dltima integral: U=Xx-1 = du=dx = J-i])f)z:.[u_z du
finalmente:
3x+5)dx 1 4
f—x(-x _)m Lipcrd- 2t 2 s o = inerd - inf-g -2 vc

Caso 3: Factores cuadraticos distintos

A cada factor cuadratico irreducible ax® +bx +c, que figure en el denominador de una fraccion racional

. ., Ax+B .
propia, le corresponde una fraccion de la forma ————— siendo A, B las constantes a determinar.
ax“ +bx+c

Ejemplos.

x4+ x+
1) Obtener_[ X Z X 2X 2dx

XT+3x°+2
XC+HXP+x+2 _ XX +X+2 Ax+B  Cx+D

43 +2  (+2fxe+1l) 42 X+

X+ +x+2=(Ax+B)(x? +1)+ (Cx+ D)x* +2)
X+ x>+ x+2=Ax®+Bx* + Ax+ B +Cx® + Dx* + 2Cx + 2D
X +x2+x+2=(A+C)x* +(B+D)x?* +(A+2C)x+B+2D

, multiplicando por x*+3x*+2 se tiene:

Comparando:

A+C=1 (1

B+D=1 _(2)

A+2Cc=1 _(3)

B+2D=2 _(4)

e(d): A=1-C

sustituyendo en (3):1—C+2C =1 = C=0

0 A=1-0=1

e(2):B=1-D,

sustituyendo en (4):1—D+2D:2 = D=1,

0 B=1-1=0

J-x3+x2+x+2 =J-1x+OdX+J-Ox+1dX:J- x dx +J- dx
x*+3x%+2 ? x* +1 x> +2 X7+

1 Ahora, haciendo el cambio de

du
u

X" +2
variable para la primeraintegral: U=X*+2 = du=2xdx

finalmente:
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J-x3+x2+x+2

—— dleln|u|+tan‘1x+C=1In‘x2+2‘+tan‘1x+C
X" +3x" +2 2 2

XX+ x2+x+3

2) Obtener_[ a3 dx
X*+x*+x+3_xX+x*+x+3_Ax+B  Cx+D
x'+axt+3 - (P +3fx2+1)  xF+3 X+l
x¢ + %2 +x+3= (Ax+B)(x? +1)+ (Cx+ D)(x? +3)
x}+ x>+ x+3=A +Bx* + Ax+ B+Cx® + Dx* +3Cx +3D
X +x? +x+3=(A+C)x*+(B+D)x* +(A+3C)x+B+3D
Comparando:
A+C=1 (1
B+D=1 _(2)

A+3C=1 _(3)

B+3D=3 _(4)

de (1): A=1-C

sustituyendo en (3): 1-C+3C=1 = C=0

0 A=1-0=1

de (2): B=1-D,

sustituyendo en (4): 1-D+3Db=3 = D=1,

0 B=1-1=0

XX+ x2+x+3 1x+0 Ox+1 X dx dx
I X' +4x% +3 dx:jx2+3dX+Ix2+1dX=Ix2+3+Ix2+1

, multiplicando por X*+4x*+3 se tiene:

~—

, Ahora, haciendo el cambio de

Lrdu
u

variable para la primera integral: U=X*+3 = du=2xdx
finalmente:
J- XX+ X2 +x+3

— dx=lln|u|+tan‘1x+C:lln‘xz+q+tan‘1x+C
X" +4x° +3 2 2

Caso 4: Factores cuadraticos iguales

e . - n . .
A cada factor cuadratico irreducible (ax2 +bX+C) , que se repita n veces en el denominador de una
fraccion racional propia, le corresponde una suma de n factores de la forma:

Ax+B + Cx+D + Ex+F
ax® +bx+c (ax2+bx+c)2 (ax2+bx+c)

5 +[lkiendo A, B, C, D, [[[ constantes a determinar.

Ejemplos.
233+ X2 +4

(X2 N 4)2 dx

1) Obtener: j
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2x°+x*+4 _Ax+B  Cx+D
(x2 +4)2 X* +4 (x2 +4)2

2x% + X2 + 4= (Ax+ B)(x? + 4)+ (Cx + D)

23 + X% +4= A + BX? + 4Ax+ 4B+ Cx+ D = A + BX® + (4A+C)x + (4B + D)

Comparando:

A=2 (@

B=1 (2

4A+C=0 _(3)

4B+D=4 _(4)

de (1): A=2

sustituyendo en (3): 4(2) +C=0 = C=-8
de (2): B=1,

sustituyendo en (4): 4(1)+ D=4 = D=0,

2
multiplicando por (X2 + 4) se tiene:

2%+ X2 + 4 2x+1 -8x+0

j )Exz +X4)2 d _jx;(+4d +J‘(X2)-|(-4)2 dx

2x° + x> + 4 2 d 8

I )EX:-+X4)-: _dxz,[xz-l)f4dX+'[X2§4_j(X2 +X4)2 dx

Ahora, haciendo el cambio de variable para la primera y Ultima integral:
u=x"+4 = du=2xdx se tiene:
2 rdu dx  8;du

dx~ | +

27 u x2+4 2902
finalmente:
3 2
I—ZX X :4dx:In|u|—£tan‘1§—4u‘1+c
(x2 +4) 2 2
=In‘x2+4{—1tan‘1§— 24 +C
2 2 X +4

X° = x* +4x® - 4x* +8x -4

2) Obtener: j (X2 N 2)3 dx
x° =x* +ElX: —4);(2 +8x-4_ A)Z(:ZB + (sz+ D)2 + (E2X+ F)3 multiplicando por (X2 + 2)3 se tiene:
X2 +2 X X“+2 X +2

X® = x* +4x° - 4x? +8x— 4= (Ax+ B)(x? + 2 +(Cx+ D)(x? + 2)+ (Ex+F)
X = X4 + 453 = 4% +8x~ 4= (Ax+B)(x* +4x2 +4)+ (Cx+ D)) +2)+ Ex+F
= AX +BX*' +4AX +4BX° +4Ax+4B+Cx’ + DX + 2Cx+2D +Ex+F

= AC +BxX* +(4A+C)x +(4B+D)x? +(4A+2C+E)x+4B+2D +F

Comparando:
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A=1 (0

B=-1 (2
4AA+C =4 (3
4B+D =-4 _(4)
4A+2C+E=8 _(5)

4B+2D+F=-4 (6)

de (1): A=1

sustituyendo en (3):4(1)+C=4 = C=0

de (2): B=-1,

sustituyendo en (4):4(—1)+D -4 = D=0,

de (5): E=8-4(1)-2(0)=4,

de (6): F =-4-4(-1)-2(0)=0,
X*=x'+4x3-4x* +8x-4 . 1x-1
J =

0x+0 4x+0
(X2 " 2)3 212 dx + j (X2X++2)_2 dx + j (sz :2)3
d 4
:Ixz +2 X_Ixz -)Ir(Z*-J-(X2 +X2)3 >

Ahora, haciendo el cambio de variable para la primera y Ultima integral:
u=x*+2 = du=2xdx setiene:

1du dx | 4.du
=—|—dx- J +

27 u x2+2 230
finalmente:

5 _ 4 3 _ 42 _
IX X" +4x 42< +8X 4dx=lln|u| 1 tant X —u? 4

(x2+2) 2 V2 V2
4 X 1
——Inx + tanl———+C
‘ 2‘ \/_ V2 (x2+2)2

Ejemplo.

Resolver la siguiente integral racional impropia:

x'-x*-x-1

J' ——— X
X =X

X

efectuando la division se tiene: X° — X2> xt=x3-x-1

-x*+x3

27
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- x-1= Ax(x-1)+ B(x-1)+Cx*
six=1 = -1-1=0A+0B+C(l)) = C=-2
six=0 = -0-1=0A+B(0-1)+0C = -B=-1 = B=1

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

six=2 = -2-1=A2)2-1)+1(2-1)+(-2)2° = -3=2A+1-8 = A=2

0 J[x+x _X)}dx J'xdx+j dx+j—dx+J'

XZ
—7+2In|x|—;—2In|x—]j+C

V.13 INTEGRALES IMPROPIAS

b
Una integral definida .[ f (X) dx se denomina impropia si:
a
a) El integrando f (X) tiene uno 0 mas puntos de discontinuidad en el intervalo a< X< b
b) Por lo menos uno de los limites de integracion es infinito.

a) Integrando discontinuo

i)Si f (X) es continuo en el intervalo a < X < b pero es discontinua en X = b se tiene que:

b b-¢
jf dx—llm f (x) dx

£
a

siempre que exista el limite.

Ejemplo.

3
dx
Calcular: I— dx: esdiscontinuaen X=3
5 V9 — x2

3-¢

-1

O dx—Ilmsen X

I|m

I oy
— i [ 43-€ —10}_
=lim|senT——-sen" — |=sen
£-0 3 3

0

T

‘1§—sen‘10=sen‘11—025

3

i)si f (X) es continuo en el intervalo a < X < b pero es discontinua en X = a se tiene que:

b b
jf dx—Ilm f (x) dx

ate
siempre que exista el limite.

Ejemplo.
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Calcular: _[ : es discontinua en X=2

\/XT

) dx ) 5
O lim, = lim 2+/x-2
£-0 e */X—Z -0 2+¢&

iii) Si f(X) es continuo en el intervalo @< X< b pero es discontinua en X =c, donde a<c<b, se
tiene que:

= lim [25-2-2/2+£-2|=213-0=23

c-¢ b

f(x)dx = lim f () dx + lim f () dx

QD C— T

siempre que exista el limite.

Ejemplos.

4
1) Calcular: j >, presenta discontinuidad en X = 2

o (x-2)3

4

dx
W I| I— lim 33/x - 2 ‘ I|m 3Rx-2
-0 0 (X _ 2)3 - 0" 2+¢€

= lim (332-¢-2-3Y0-2)+ m_(3/4-2-3Y2+¢-2)
= lim (3%e - 33/=2)+ Im (392 - 3¢ ) = -3/=2 + 332 = 2(¥/2)= 632

dx : -
2) Calcular: J- —; presenta discontinuidad en X = 0

-1 X3
8
8 0-¢
. dx . 3
O |ImJ.—1=|I =x? o+ =32
£-0 bl e~ 0" 2
-1 X3 -1 0+¢e

b) Limites de integracion infinitos

i) Si f(x) es continuo en el intervalo a< x< k

+00 k
[ fx)ax=lim [ f(x)dx

siempre que exista el limite.

Ejemplo.
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dx
Calcular:.[ >
o X +4
0 k k
I de =Iimf zdx =Iimltan‘1§ =Iim[1tan‘15—ltan‘19j
. +4 kewo XT+4 ko2 2|, ko= 2 2 2

X
:%tan_lf_ltan_lg :1(5)-1(0):]7:

b

T f(x)dx = J_qurpm | f (x)dx

j
siempre que exista el limite.
Ejemplo.

0
Calcular: Iezx dx
0 0 1
je“ dx = lim [e* dx = lim =e*

jo—ood Jﬂ—oo2

0
= lim (Eez(o) —lez"j
-\ 2 2

J

1 1 ., 1
-——e ——e = - - =
2 2 2

iii) Si f (X) es continuo en el intervalo j < X<k

+00 k a
[ f(x)ax= lim f(x)dx+j|ir[1w  (x)dx
A a ,.

siempre que ambos limites existan.

Ejemplo.

00

Calcular: .[

—00

1+ 4x>

Utilizando el cero como referencia, es decir, integrando de 0 a «© yde —o a 0, se tiene:

k

00 k 0
j o :Iimj . lim IL:Iimltan‘lz + lim 1tan‘12
LAHAE keeg 14X el 144X ke 2 o -

0

i

. % (tar co — tan® 0)+ % (tan™ 0 tar™ (- )

1(m 1 Vi T T
== —=01|+=|10-| - = 4+ =
2\ 2 2 2 4 4 2
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V.14 APLICACIONES DE LA INTEGRAL

Existen muchos campos del conocimiento en que existen aplicaciones de la integral. Por la naturaleza de
este concepto, puede aplicarse tanto en Geometria, en Fisica, en Economia e incluso en Biologia.

Por sélo citar algunos ejemplos, a continuacion se mencionan las aplicaciones mas conocidas de la integral:

NogprwbhrE

©®

10.
11.

12.

Hallar el &rea de regiones planas.

Obtener los volimenes de sélidos de revolucion.

Calcular volumenes de solidos con secciones conocidas.

Determinar la longitud de arco de una curva.

Examinar el comportamiento aleatorio de variables continuas (funcion de densidad probabilidad).

Conaocer el valor promedio de una funcién.

Hallar momentos (fuerzas que ejercen ciertas masa con respecto a un punto) y centros de masa o
centroide (el punto en que un objeto se equilibra horizontalmente).

Encontrar la presion ejercida por un fluido.

Calcular el trabajo realizado de mover un objeto de un punto a otro.

Obtener velocidades y aceleraciones de moviles.

Conocer el superavit del consumidor (cantidad de dinero ahorrado por los consumidores, al comprar
un articulo a un precio dado).

Determinar el flujo sanguineo (volumen de sangre que pasa por una seccién transversal por unidad de tiempo)
de una persona y su gasto cardiaco (volumen de sangre bombeado por el corazén por unidad de tiempo.

A continuacién se profundiza en las primeras dos aplicaciones enlistadas.

IV.14.1 CALCULO DE AREAS PLANAS

Para calcular una area plana, se efectla la siguiente metodologia:

1. Setrazan las curvas que limitan el &rea que se desea conocer.
2. Se identifican los puntos en los que se cortan las curvas.

3. Se determina la zona de la que hay que calcular el area.

4. Se decide que variable conviene integrar

5. Se procede a integrar bajo los limites encontrados.

Ejemplos.

Hallar el area limitada por las siguientes condiciones:

1) Curva Yy = XZ, eleje X yporlasrectas X=1y X=3
Solucioén:

16 T

2 Area
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3 3
A=[xtdx=" 2271 1_20_ gee0
) 3, 3 3 3

2)Eleje Y, lacurva X=8+2y—Yy® yporlasrectas y=-1y y=3
Solucion:

y Area

3 3

A:j(8+2y-y2)dy=(8y+ y? -y—J
-1

= (24+9—9)—(—8+1+1j
3 3
=24—(—§j=9—2=30.66u2

3) 3

-1

3)Curva Y= X° —7X+6, el eje X yporlasrectas X=2y X=6
Solucion:

Area

Por situarse debajo del eje de integracion (X) debe afectarse todo por un signo negativo.
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A:JQ—(XZ —7x+6)dx=—()§—%x2 +6x]

2

= —[(72—126+ 36) —(g ~14+ 12)} = {(—18)—@)} = %6 ~1866u°

2

4) Curva Y = X* —6X° +8X y el gje X
Solucién:

> 1 Area

Lacurvacortaaleje X en 0,2y 4

2 4
O A=J'(x3 - 6X° +8x)dx—J‘(x3 — 62 +8x)dx
0 2

2 4
- X2k +ax?
s, U4

4 4

= (X? —2x + 4sz =[(a-16+16)-(0)]-[(64-128+64) - (4-16+16)]
2

=4+4=8u?

5) Hallar el area comprendida entre la parabola y2 =4X ylarecta y=2x—-4

Solucién:

Area
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+4
Despejando X de la ecuacion de larecta: X = yT y sustituyendo en la ecuacion de la parabola:

y’ :A(y;4j:2(y+4):2y+8

y2 -2y -8=0, resolviendo la ecuacién: (y+2)y-4)=0 = vy, =-2 y,=4

~2+4 _4+4
4 y3
it
-2

=l % =--=40 R-2), P(44)
= [(4+8)—(1—4)]—{%—(—1%ﬂ = [12—(—3)]—[1—;} =15-6=9u’

U x=

Area pedida = Area bajo la recta - Area bajo la parabola:

4 4 2 4 4 2 2
(Yt (Y=Y _(Yogq=lY
A—LTdy _J;Idy—JIE+2jdy _J;Tdy-(—+2yJ

4

4

-2

6) Hallar el &rea comprendida entre las parabolas Yy = 6X — x? y y= x* = 2X
Solucién:

Igualando las ecuaciones para obtener los puntos de interseccion:
BX-X*=X*-2Xx = -2x"+8x=0 = 2x*-8x=0
factorizando:

x(2x-8)=0 = x =0
2x-8=0 = x2=§:4
y, =6(0)-0>=0-0=0

y, =6(4)-4? =24-16=8

I los puntos de interseccion son: Pl(0,0), P2(4,8)
Area pedida = Area bajo la parabola 1 - Area bajo la parabola 2:

Area
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4
4 4
2 2 2 x? x? 2
A:j6x—x dx—J-x =2XJdx=| 3x"—— || =| ——=X
0 0 3 0 3 0

:Ks(l )—6—;}(0—0)} —{(6—;—16} —(o—o)} = 48—6—:—6—:+16:6—:= 2166u°

IV.14.2 VOLUMENES SOLIDOS DE REVOLUCION

Si una funcién se gira con respecto a un eje del plano se genera un volumen conocido como sélido de
revolucion y al eje se le llama eje de revolucion.

Gréaficamente, esto es:

Solido de

Funcién ¢
revolucion

En general, una funcién puede girarse libremente, por lo que la forma del sélido que se genera depende,
tanto de la naturaleza de la funcion, como del eje de revolucion.

En las siguientes gréficas se aprecia como se forman sélidos de revolucidon conocidos, si se giran
funciones muy elementales:

y =19

Constante Cilindro
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Triangulo
rectangulo

y =f(x)

Gira g"|\
m ) [ ] | )

| a x

Semicircunferencia Esfera

Un volumen del sélido de revolucién se conforma de la suma infinita de franjas unitarias de volumen y si se
genera haciendo girar a una funcion f (X) alrededor del eje X, se puede calcular por medio de:

V= Tn[ﬂf (X)] dx

donde a y b representan las rectas que lo limitan, es decir, son los extremos.

Ejemplos.
Calcular el volumen del sélido de revolucion generado al hacer girar las siguientes funciones con los
limites marcados y el eje de revolucion dado.

1) y=X*,eleje X ylasrectas X=1y Xx=2
Solucioén:

V_2 [z]zd g oy _T[X52_32T[_
—{nx x—{nx Xz T

1

31
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2) y> =8X,eleje X ylasrectas X=0y Xx=2
Solucioén:

2
V= f rlvax[ ax= f 718xdx = 714x?| =1677-0=1677=5026U°
0

0 0

y2 =8x

Gira

N L

N

3) y=4x",eleje ¥ ylasrectas y=0y y=16

Solucion:
16 2 16 2|16

v=jnP dy=j”yo|y=”y| = 2957 (= 3077=100530°
)7V 4 ) 4 8\0 8
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y y
16 T 16 F__ _'g
\ /
Gira \ /
= \
———t et
8 8 X -8 8 X
y = 4x2

4) y=2X,eleje y ylasrectas y=2y y=4

Solucién:

4 2 4 2 3|t
V:J-T[[le dy:.[ny dy:T[y | :64T[—8_n:@:14_66u3
)12 ) 4 12|, 12 12 12

V.15 ECUACIONES DIFERENCIALES SENCILLAS

IV.15.1 ORDEN, GRADO Y SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Una ecuacion que contiene derivadas o diferenciales se llama ecuacién diferencial.

Ejemplos.

1) 3xﬂ+8y= 7
dx
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Y e W

2
)d2 dx ° dx

X
3) F= mﬂj—z (segunda ley de Newton)
X

El orden de una ecuacion diferencial es igual al de la derivada de més alto orden que aparece en la ecuacion.

Ejemplos.
2
1) % +3 d’y + 4y =0 (ecuacion diferencial de segundo orden)
X
4
2) ((jj z SW% 5x = 0 (ecuacion diferencial de cuarto orden)

El grado de una ecuacion diferencial es el exponente mayor de la derivada de mayor orden de la ecuacion.

Ejemplos.

2 3
1) % + (2xy)5 +(7%} +9x =0 (ecuacion diferencial de tercer orden y segundo grado)
X X
5 8
2) 4 d” Z 8x - 9yM - 11(ﬂj —12=0 (ecuacion diferencial de quinto orden y primer grado)
dx dx® dx
2

3) 60I
dx

4 N\3
2/ —14xy—8(%j —15% =0 (ecuacion diferencial de cuarto orden y tercer grado)
X X

Una solucion de una ecuacion diferencial es aquella que satisface a la ecuacion, por ejemplo, si se tiene:

2

Zy gy 4y =0, una solucién es: y =8€* +3e™ estoes:
X X

W _ger —12¢

dx
2

Y - ger + 4ge™

dx

sustituyendo en la ecuacion:
8e* +48e™ +3(ge* 126 ) - 4(g8e* +3e™)
=8e" +48e ™ +24e* -36e ™ -32e" -12e =0
IV.15.2 SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES (DE PRIMER Y SEGUNDO
ORDEN)
Dependiendo del tipo de ecuacion diferencial, conviene aplicar un método de resolucion particular. Por su

sencillez, los mas utilizados son el de la obtencidon de raices del polinomio y el de separacion de
variables.
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En el primer caso, suele utilizarse el operador D en lugar de la derivada, a fin de que cada raiz @ del
polinomio formado, tenga la forma Ci e**, donde C, son constantes. Por su parte, la separacion de

variables, se efectla a fin de facilitar su integracion.

Ejemplos.
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1) SQ +8y=0
dx
Solucioén:

(5D+8)y=0 = 5D=-8 = D=-

8
0 y=Ce->

comprobacion:

-8 8

—§X —X ——X
sustituyendo: 5[—§C1e 5 j+8[cle5 J =-8Ce® +8Cge
5

8
=X
5

=0

2) 2 Y -11y =0
dx

Solucion:
11
(4D-1)y=0 = 4D=11 = D:Z
1,
g y=Ce?
H,
comprobacion: ﬂ:E‘Cle“
dx 4

11 LY EEN EEY
sustituyendo: 4[—Cle4 J—ll[Cle“ ]leCle4 -11Ce* =0
4

d’y ..dy
3) —2+11-7 +28y =0
) dx? dx Y

Solucién:

(D?2+11D+28)y=0 = (D+4)D+7)y=0 = D,=-4, D,=-7

O y=Ce*+C,e”

d’y _,dy .. _
4) W+2& 24y =0
Solucién:
(D?+2D-24)y=0 = (D+6)(D-4)y=0 = D,=-6, D,=4

O y=Ce®™+C,e*
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5) 8(y+4)dx—(x-2)dy=0
Solucién:
8(y +4)dx = (x - 2)dy
si se separan las variables se tiene:
8_dx = dy , integrando: .[S_dx = dy
X—-2 y+4 X=2 y+4

8In|x+2| = In|y+4{ , elevando a la €:

8In|x+2 In|y+4
Bnx+2| _ nly+4

8In|x+2 _

e =]y +4
0 y:eSIn\x+2\_4

6) ydx+ (x2 +1)dy =0
Solucién:
ydx = —(x? +1)dy

separando las variables:

de =—ﬂ,integrando:j de =—Iﬂ
X +1 y X +1 y
tan' x = —In|y|, elevando a la €:

=1 —
gl x — o In|y|
etan‘lx =-y
0 yz_etan'lx
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