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LA INTEGRAL 

 

UNIDAD IV 
 
 

IV.1 SUMA DE RIEMANN 
 

Sea un intervalo cerrado [ ]ba, , al conjunto de puntos { }non xxxxP ,,,, 21 ⋅⋅⋅=  contenidos en dicho 

intervalo se le conoce como partición del intervalo [ ]ba, . 
 
Esto implica que:  iin xxbxax <== −10 ,,    donde   ni ⋅⋅⋅= ,4,3,2,1  

 
A cada subintervalo se le conoce como celda. A la distancia entre los puntos extremos de cada celda se 
le conoce como amplitud de la celda. 
 
La amplitud de la primera celda es:   011 xxx −=∆  

La amplitud de la segunda celda es: 122 xxx −=∆  

La amplitud de la tercera celda es:    233 xxx −=∆  

 
Gráficamente: 
 
 

 
 
 
 
Como se puede advertir, la amplitud de las celdas viene dado por la diferencia de sus valores finales e 
iniciales. Por lo tanto, en general, la amplitud de cada celda viene dada por: 
 

1−−=∆ iii xxx  

 
A la mayor amplitud de las celdas de una partición se le denomina norma de la partición y se le denota 

por ∆ . 

 
Ejemplo. 
Dado el intervalo [0,6], efectuar dos particiones diferentes de seis celdas y en cada caso determinar cuál 
es su norma. 
 
Solución. 
a) Si se hace una partición de igual amplitud: 
 

 

xo x3x2x1 x5x4 x7x6 x10x8 x9 x11 xnx12

aaaa bbbb

x
xo x3x2x1 x5x4 x7x6 x10x8 x9 x11 xnx12

aaaa bbbb

x

0 321 54 6

x0

x

x6x1 x2 x3 x4 x5

0 321 54 6

x0

x

x6x1 x2 x3 x4 x5
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101011 =−=−=∆ xxx  

112122 =−=−=∆ xxx  

123233 =−=−=∆ xxx  

134344 =−=−=∆ xxx  

145455 =−=−=∆ xxx  

156566 =−=−=∆ xxx  

∴ su norma es 1=∆  

 
b) Se hace una partición de la manera que se indica: 
 

 
 

8.008.0011 =−=−=∆ xxx  

9.08.07.1122 =−=−=∆ xxx  

2.17.19.2233 =−=−=∆ xxx  

7.09.26.3344 =−=−=∆ xxx  

3.16.39.4455 =−=−=∆ xxx  

1.19.46566 =−=−=∆ xxx  

∴ la norma de esta partición es 3.1=∆  

 

Sea una función ( )xfy =  definida y limitada en un conjunto D. Considérese una partición en dicho 

conjunto que contenga n subintervalos. Si se escoge un punto ξ en cada subintervalo de la partición de 
forma tal que: 
 

[ ]101 ,xx∈ξ  o bien:   110 xx ≤≤ ξ  

[ ]212 ,xx∈ξ  o bien:   221 xx ≤≤ ξ  

[ ]323 ,xx∈ξ  o bien:   332 xx ≤≤ ξ  

y en general:  
[ ]iii xx ,1−∈ξ  o bien:   iii xx ≤≤− ξ1  

 
Si se forma la suma de productos del valor de f en cada punto ξ por la amplitud de la celda respectiva, se tendrá: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xfxfxfxfxfxf nnii ∆+⋅⋅⋅+∆+⋅⋅⋅+∆+∆+∆+∆ ξξξξξξ 44332211  

 
que en forma concentrada se puede representar como: 
 

( ) xf i

n

i
i ∆∑

=1

ξ  

 
expresión que se conoce como Suma de Riemann. 

0 2.91.70.8 4.93.6 6

x0

x

x6x1 x2 x3 x4 x5

0 2.91.70.8 4.93.6 6

x0

x

x6x1 x2 x3 x4 x5
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Esta expresión calcula la suma de cada una de las bases (las celdas, x∆ ) por su respectiva altura (que 

son las ( )ξf ) de una función, dada una partición. Esto determina la suma de las áreas de los rectángulos 
formados. 
 
Ejemplo. 

Dada la función 162 +−= xy con  35.0 1 ≤≤ x , obtener la suma de Riemann para la función dada la 

partición: 3,9.2,5.2,1.2,9.1,3.1,1,5.0 76543210 ======== xxxxxxxx  

 
Solución: 
Los puntos elegidos de cada celda son: 

95.2,7.2,3.2,2,5.1,2.1,8.0 7654321 ======= ξξξξξξξ  

Graficando se tiene: 
 

1 1.91.30.5 2.52.1 2.9 x

8

12

16

4

y

3

1.51.20.8 2.32 2.7 2.95
 

 
La suma de Riemann es: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xfxfxfxfxfxfxfxf ii
i

i 7765544332211

7

1

∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆=∆∑
=

ξξξξξξξξ  

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )+−+−+−+−+−= 1.25.23.29.11.223.19.15.113.12.15.018.0 fffff    

   ( )( ) ( )( )9.2395.25.29.27.2 −+− ff  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1.029.74.071.84.071.102.0126.075.133.056.145.036.15 ++++++=  

( ) 195.31
7

1

=∆∴ ∑
=

xf i
i

iξ  

y  6.0=∆ . 

 
En el caso siguiente: 
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x

y

x0 x6x1 x2 x3 x4 x5 x7 x8 x9 x10

ξξξξ10ξξξξ9ξξξξ8ξξξξ7ξξξξ6ξξξξ5ξξξξ4ξξξξ3ξξξξ2ξξξξ1

 
 
se aprecia que algunas de las áreas son negativas, por lo tanto, la interpretación geométrica de la suma 
de Riemann es: 

( ) 10987654321

10

1

AAAAAAAAAAxf i
i

i −−−++−−−+=∆∑
=

ξ  

puesto que ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1098543 ,,,,, ξξξξξξ ffffff  son números negativos. 

 
 
IV.2 INTEGRAL DEFINIDA 
 

Si f es una función definida en el intervalo cerrado [ ]ba, , entonces la integral definida de f de a a b se 
define como: 
 

( ) ( ) xfdxxf i

n

i
i

b

a

∆= ∑∫
=→∆
1

0
lim ξ     (si el límite existe) 

 

( )xf  se llama integrando. 

a  y b  son los extremos o límites de integración ( a  es el extremo inferior y b es el extremo superior) 

∫ se llama signo de integración. 

 

Si 0→∆  implica que ∞→n , por lo tanto: 

 

( ) ( ) xfdxxf i

n

i
i

n

b

a

∆= ∑∫
=∞→
1

lim ξ  
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IV.3 INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA INTEGRAL DEFIN IDA 
 

La suma de Riemann ( ) xf i

n

i
i ∆∑

=1

ξ  representa la suma de los n  rectángulos. Si la norma de la partición 

tiende a cero implica que el número de celdas se incrementa, es decir que cada vez se tienen más y más 
rectángulos que se aproximan al área real bajo la curva. 
 
Por lo tanto, por definición: la integral definida es el área bajo la curva en sus límites. 
 

X

y

x0 x1 x2 x3 x4 x5ξξξξ1 ξξξξ2 ξξξξ5ξξξξ4ξξξξ3

f(ξξξξ1)

aaaa bbbb

f(ξξξξ2)

f(ξξξξ4)

f(ξξξξ3)

f(ξξξξ5)

n = 5

y=f(x)

 
 

x

y

x0 x12ξξξξ10ξξξξ8ξξξξ3

f(ξξξξ10)

aaaa bbbb

f(ξξξξ8)

f(ξξξξ3)

n = 12

y=f(x)
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x

y

x0 x33ξξξξ26ξξξξ17ξξξξ9

f(ξξξξ26)

aaaa bbbb

f(ξξξξ17)

f(ξξξξ9) n →→→→ ∞∞∞∞

y=f(x)

 
Las figuras anteriores muestran como la suma de rectángulos se aproxima al área real bajo la curva si  

∞→n . 
 
Ejemplo. 

Obtener dxx∫
4

1

2   en forma aproximada utilizando una partición de ocho celdas. 

 
Solución. 
Efectuando la partición: 

4,5.3,3,5.2,2,75.1,5.1,25.1,1 876543210 ========= xxxxxxxxx  

los puntos elegidos de cada celda son: 

75.3,25.3,8.2,4.2,8.1,6.1,3.1,1.1 87654321 ======== ξξξξξξξξ  

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]+−+−+−+−+−=∫ 25.24.275.128.15.175.16.125.15.13.1125.11.1
4

1

2 fffffdxx  

                ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]5.3475.335.325.35.238.2 −+−+− fff  

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )505625105084750765250243250562250691250211 .............. ++++++=  

                 ( )50062514 ..+  

.28.21 2
4

1

2 udxx ≅∴ ∫  

graficando se tiene: 
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x

y

1

A ≅≅≅≅ 21.28 u2

2 3 4

16

8

4

12

 
 
 
IV.4 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 
 
Si  ( )xf   y  ( )xg  son dos funciones continuas en el intervalo de integración [ ]ba,  y k  una constante 
cualquiera: 

1) ( ) 0=∫ dxxf
a

a

 

2) ( ) ( )∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf  

3) ( ) ( )∫∫ =
b

a

b

a

dxxfkdxxfk  

4) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf  

5) ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf                  cuando    bca <<  

 
 
IV.5 INTEGRAL INDEFINIDA O ANTIDERIVADA 
 
Una función F  será antiderivada, o primitiva, de otra función f  en un intervalo [ ]ba,   si ( ) ( )xfxF ='  

para todo valor de x  en el intervalo.  

Esto es, si ( ) ( ) ( ) ( )∫ =⇒= xFdxxfxfxF '  
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Ejemplo. 

Sea ( ) xxxxf 10125 23 −+= . Eso implica: ( ) 102415' 2 −+= xxxf  

La antiderivada de  esta función es la función original ( )xf . Esto significa que: 

( )∫ −+=−+ xxxdxxx 10125102415 232  

 
La función ( )xf  tiene una antiderivada particular [ ]ba,  que es ( )xF .  

La antiderivada general de ( )xf  es:  

( ) CxF +  

donde C  es una constante. 
 
Ejemplo. 

Sea ( ) 479 2 −+= xxxf    ⇒   ( ) 718' += xxf  

( )∫ ++=+ Cxxdxx 79718 2  

 
 
IV.6 FÓRMULAS FUNDAMENTALES DE INTEGRACIÓN 
 
Si  wvu ,,   tres funciones de x  y a  una constante cualquiera. Las 27 fórmulas fundamentales de 

integración son: 
 

1)    ∫ += Cudu                  

2)    ( )∫ ∫ ∫ ∫±±=±± dxwdxvdxudxwvu    

3)    ∫ ∫= duuaduua                                                    

4)    ∫ +
+

=
+

C
n

u
duu

n
n

1

1

            ( )1−≠n   

5)    ∫ +−= Cuduusen cos                  

6)    ∫ += Cusenduucos  

7)    ∫ += Cuduu seclntan  

8)    ∫ += Cusenduu lncot  

9)    ∫ ++= Cuuduu tanseclnsec  

10)  ∫ +−= Cuuduu cotcsclncsc  

11)  ∫ += Cuduu tansec2  

12)  ∫ +−= Cuduu cotcsc2       

13)  ∫ += Cuduuu sectansec  

14)  ∫ +−= Cuduuu csccotcsc  

15)  ∫ += Cedue uu  
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16)  ∫ += Cu
u

du
ln  

17)  ∫ += C
a

a
dua

u
u

ln
     ( )1,0 ≠> aa   

18)  ∫ +=
−

− C
a

u
sen

ua

du 1

22
 

19)  ∫ +=
+

− C
a

u

aua

du 1
22

tan
1

 

20)  ∫ +=
−

− C
a

u

aauu

du 1

22
sec

1
  

21)  ∫ +
+
−=

−
C

au

au

aau

du
ln

2

1
22

 

22)  ∫ +
−
+=

−
C

ua

ua

aua

du
ln

2

1
22

  

23)  ( )∫ +++=
+

Cauu
ua

du 22

22
ln   

24)  ∫ +−+=
−

Cauu
au

du 22

22
ln  

25)  ∫ ++−=− − C
a

u
senauauduua 122222

2

1

2

1
 

26)  ( )∫ +++++=+ Cauuaauuduau 2222222 ln
2

1

2

1
 

27) ∫ +−+−−=− Cauuaauuduau 2222222 ln
2

1

2

1
 

 
 
IV.7 INTEGRALES DIRECTAS E INTEGRALES QUE REQUIEREN  CAMBIO DE 
VARIABLE 
 
Una integral directa es aquella que se adapta exactamente al integrando con una de las fórmulas fundamentales. 
Sin embargo, la gran mayoría no son directas, por tanto, antes de integrar se debe completar la diferencial du  
para adaptarla a una fórmula, lo que obliga a hacer intervenir una constante que multiplique y divida a la 
integral. En seguida, se extrae de la integral a la constante que no haga falta para completar la diferencial du  
tal y como lo indica la fórmula número 3. 
 
Ejemplos. 
Calcular las siguientes integrales inmediatas: 
 

1)  Cxdx +=∫  

2)  Cxdx +=∫ 44  

3)  C
x

dxx +=∫ 3

3
2  
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4)  C
x

dxx +=∫ 6

8
8

6
5  

5)  ( ) Cx
xxxxx

dxxxxxx +−+−−+=−+−−+∫ 8
2

7

3

10

4

11

5

13

6

12
8710111312

23456
2345  

6)  C
x

C
x

dxxdx
x

+−=+
−

==∫ ∫
−

−
3

3
4

4 3

2

3

2
2

2
 

7)  CxC
x

dxxdxx +=+==∫ ∫
3

2

3

2

1

3

2

2

3
 

8)  CxC
x

dxxdxx +=+==∫ ∫
11 18

11

18

11

7
11 7

18

11

11

18
 

9)  C
x

C

x

C
x

dxxdx

x

dx
x

+=+=+
−

−=−=−=−
∫ ∫∫

−
−

3 2
3

2

3

2

3

5

3

53 5 2

27

2

27

3

2
9

9
99

 

 

10) ( ) C
x

x
x

dxxxdx
x

xdx
x

xx +
−

−−=−−=






 −−=






 −− −
−

∫ ∫∫ 1

4
5

2
45

4
5

45 12
2

22

23

 

 

          C
x

x
x ++−= 4

5
2

2

 

 

11)  ( )∫ ∫
−−−− −−−=







 −−−
dxxxxxdx

x

xxx 5432
5

23

7852
2

1416104
 

 

        C
xxxx

C
xxxx ++++−=+

−
−

−
−

−
−

−
=

−−−−

432

4321

4

7

3

8

2

52

4

7

3

8

2

5

1

2
 

12)  
( ) ( )

C
xxx

dxxxxdx

x

xx
dx

x

x
dx

x

x +++=









++=++=+=+

∫∫∫∫
−

2

5

2

3
2

2

1
2

2111 2

5

2

3

2

1

2

3

2

1

2

1

2

1

2

2

1

22

 

        C
xx

x +++=
5

2

3

4
2

53

 

 
Ejemplos. 
Calcular las siguientes integrales efectuando cambio de variable: 
 

13)  ( )∫ + dxxx 223 32    dxxduxu 23 32 =⇒+=  
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( )
C

x
C

u
duu ++=+=⇒ ∫ 3

2

3

333
2  

14)  ( )∫ +
dx

x

x
75

4

6

8
   dxxduxu 45 56 =⇒+=  

( ) C
xu

C
u

duu
u

du +
+

−=
−

=+
−








==⇒
−

−
∫∫ 656

6
7

7
630

8

30

8

65

8

5

8

5

8
 

15)  ( )∫ + dxxx 22

1
3 2    dxxduxu 23 32 =⇒+=  

( )
C

x
C

u
duu +

+
=+







=⇒ ∫ 9

22

2

33

1

3

1
332

3

2

1

 

16)  ( )∫ +
dx

x

x
33

2

17

8
   dxxduxu 23 317 =⇒+=  

( ) C
xu

C
u

duu
u

du +
+

−=
−

=+
−








==⇒
−

−
∫∫ 232

2
3

3
173

4

6

8

23

8

3

8

3

8
 

17)  ∫ +
+

dx
xx

x
3 2 6

3
   ( ) dxxduxxu 6262 +=⇒+=  

( ) CxxC
u

duu

u

du ++=+






==⇒ ∫∫
−

3 22
3

2

3

1

3

1
6

4

3

3

22

1

2

1

2

1
 

18)  ∫ − dxxx 42 2   

( ) ( )[ ] ( )∫∫∫ −=−=−= dxxxdxxxdxxx 2

1
22

1
222

1
42 21212  

dxxduxu 421 2 −=⇒−=  

( )
C

x
C

u
duu +

−
−=+









−
=

−
⇒ ∫ 12

212

2

34

1

4

1
322

3

2

1

 

19)   dxxsen∫ 4  

dxduxu 44 =⇒=  

CxCuduusen +−=+−=⇒ ∫ 4cos
4

1
cos

4

1

4

1
 

20)   dxx∫ 2

1
cos  

dxduxu
2

1

2

1 =⇒=  
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CxsenCusenduu +=+=⇒ ∫ 2

1
22cos

2

1
1

 

21)   dxx∫ 5tan  

dxduxu 55 =⇒=  

CxCuduu +=+=⇒ ∫ 5secln
5

1
secln

5

1
tan

5

1
 

22)   dxxx
2

cot∫  

dxxduxu 22 =⇒=  

CxsenCusenduu +=+=⇒ ∫
2ln

2

1
ln

2

1
cot

2

1
 

23)   dxx∫ 11sec  

dxduxu 1111 =⇒=  

CxxCuuduu ++=++=⇒ ∫ 11tan11secln
11

1
tansecln

11

1
sec

11

1
 

24)   dxxx∫
210csc7  

dxxduxu 2010 2 =⇒=  

CxxCuuduu +−=+−=⇒ ∫
22 10cot10cscln

20

7
cotcscln

20

7
csc

20

7
 

25)   dxx∫ 8sec2  

dxduxu 88 =⇒=  

CxCuduu +=+=⇒ ∫ 8tan
8

1
tan

8

1
sec

8

1 2  

26)   dxxxx∫
22 7tan7sec5  

dxxduxu 147 2 =⇒=  

CxCuduuu +=+=⇒ ∫
27sec

14

5
sec

14

5
tansec

14

5
 

27)   dwxww∫
443 13cot13csc17  

dwwduwu 34 5213 =⇒=  

CwCuduuu +−=+−=⇒ ∫
413csc

52

17
csc

52

17
cotcsc

52

17
 

28)   dkkk∫
726 4csc15  

dkkduku 67 284 =⇒=  

CkCuduu +−=+−=⇒ ∫
72 4cot

28

15
cot

28

15
csc

28

15
 

29)   dxe x

∫
510  
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dxduxu 55 =⇒=  

CeCedue xuu +=+=⇒ ∫
522

5

10
 

30)   dxex xsen

∫
66cos

19

1
 

dxxduxsenu 6cos66 =⇒=  

( ) CeCedue xsenuu +=+=⇒ ∫
6

114
1

114
1

619
1

 

31)   dxex x

∫
5104

9

13
 

dxxduxu 45 5010 =⇒=  

( ) CeCedue xuu +=+=⇒ ∫
510

450
13

450
13

509
13

 

32)   dx
x

x
∫ + 3

2

63

2
 

dxxduxu 23 1863 =⇒+=  

CxCu
u

du ++=+=⇒ ∫
363ln

18

2
ln

18

2

18

2
 

33)   dx
x

xsen
∫ 5cos

5
 

dxxsenduxu 555cos −=⇒=  

CxCu
u

du +−=+−=−⇒ ∫ 5cosln
5

1
ln

5

1

5

1
 

34)   
( ) ( )

( ) dx
xx

xxx
∫ +

++
32

22

118

2281183
 

( ) ( ) ( ) dxxxxduxxu 2281183118
2232 ++=⇒+=  

( ) CxxCu
u

du ++=+=⇒ ∫
32118lnln  

35)   dxx

∫
65  

dxduxu 66 =⇒=  

CCdu
xu

u +=+=⇒ ∫ 5ln

5

6

1

5ln

5

6

1
5

6

1 6

 

36)   dxx x

∫
9178 93  

dxxduxu 89 15317 =⇒=  

CCdu
xu

u +=+=⇒ ∫ 9ln

9

153

3

9ln

9

153

3
9

153

3
917
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37)   dx
x

∫ − 24

6
 

dxduxuxuaa =⇒=⇒==⇒= 222 ;24  

C
x

senC
u

sen
u

du +=+=
−

⇒ −−
∫ 2

6
2

6
2

6 11

22
 

38)   dx
x∫ +

−
22516

9
 

dxduxuxuaa 5525;416 222 =⇒=⇒==⇒=  

C
x

C
u

u

du +−=+






−=
+

−⇒ −−
∫ 4

5
tan

20

9

4
tan

4

1

5

9

45

9 11
22

 

39)   dx
xx

x
∫ −81

15
42

 

dxxduxuxuaa 2;981 2422 =⇒=⇒==⇒=  

C
x

C
u

uu

du +=+






=
−

⇒ −−
∫ 9

sec
18

15

9
sec

9

1

2

15

92

15 2
11

22
 

40)   dx
x

x
∫ − 3649

10
6

2

 

dxxduxuxuaa 23622 21749;636 =⇒=⇒==⇒=  

( ) C
x

x
C

u

u

u

du +
+
−=+

+
−








=
−

⇒ ∫ 67

67
ln

252

10

6

6
ln

62

1

21

10

621

10
3

3

22
 

41)   dx
x

x
∫ −108

3

 

dxxduxuxuaa 34822 4;1010 =⇒=⇒==⇒=  

( ) ( ) C
x

x
C

u

u

u

du +
+
−=+

+
−











=

−
⇒ ∫ 10

10
ln

108

1

10

10
ln

102

1

4

1

104

1
4

4

22
 

42)   dx
x

x
∫ − 12

5

449

9
 

dxxduxuxuaa 561222 1224;749 =⇒=⇒==⇒=  

( ) C
x

x
C

u

u

u

du +
−
+=+

−
+








=
−

⇒ ∫ 6

6

22 27

27
ln

168

9

7

7
ln

72

1

12

9

712

9
 

43)   dx
x

x
∫ +

−
10

4

4

3
 

dxxduxuxuaa 451022 5;24 =⇒=⇒==⇒=  

CxxCuu
u

du +++−=+++−=
+

−⇒ ∫ 4ln
5

3
2ln

5

3

25

3 10522

22
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44)   dx
xsen

x
∫ − 25

cos
2

 

dxxduxsenuxsenuaa cos;525 222 =⇒=⇒==⇒=  

CxsenxsenCuu
u

du +−+=+−+=
−

⇒ ∫ 25ln5ln
5

222

22
 

45)   dxx∫ − 264100  

dxduxuxuaa 8864;10100 222 =⇒=⇒==⇒=  

( ) C
u

senuuu +






 +−






=−⇒ −
∫ 10

10
2

1
10

2

1

8

1
10

8

1 122222  

      C
x

senx
x ++−= −

10

8

16

100
64100

16

8 12  

46)   dxx∫ + 53 2  

dxduxuxuaa 333;55 222 =⇒=⇒==⇒=  

( ) ( ) Cuuuuu +






 ++++






=+⇒ ∫ 5ln5
2

1
5

2

1

3

1
5

3

1 22222  

Cxxx
x +++++= 533ln

32

5
53

2
22  

47)   dxx∫ − 362  

dxduxuxuaa =⇒=⇒==⇒= 222 ;636  

( ) Cuuuuu +−+−−=−⇒ ∫
2222222 6ln6

2

1
6

2

1
6  

Cxxxx +−+−−= 36ln1836
2

1 22  

 
 
 
IV.8 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO. REGLA DE BARR OW 
 

Si ( )xfy =  es continua en el intervalo [ ]ba,  y si ( )xg  cumple que 
( ) ( ) [ ]baxxf

dx

xdg
,∀=  

entonces, el teorema fundamental del cálculo1 establece que: 
 

( ) ( ) ( )agbgdxxf
b

a

−=∫  

 
Expresión conocida como Regla de Barrow. 
 
Ejemplos. 

                                                   
1 La demostración de los teoremas expuestos en los Subtemas VI.10 y VI.11 pueden consultarse en el capítulo 7 del libro Cálculo 
con Geometría Analítica de Protter y Morrey incluido en la bibliografía. 
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Calcular las siguientes integrales: 

1) 66.8
3

26

3

1

3

27

3

3

1

33

1

2 ≅=−==
=

=
∫

x

x

x
dxx  

2) ( )
5

2

234
5

2

23 2
2

7

3

8

4

6
2786

=

−=−

−+−=−+−∫
x

x

xxxxdxxxx   

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )




 −++−−−




 −+−= 224
2

7
8

3

8
16

4

6
5225

2

7
125

3

8
625

4

6
 

      33.62641433.2124105.8733.3335.937 ≅+−−−−+−=  
 

3) 7071.007071.00
4

cos 4
0

4

0

=−=−== =

=∫ sensenxsendxx
x

x

ππ
π

 

 

4) dxxxsen 2
2

0

cos∫

π

 

Con cambio el variable: 
dxxsenduxu −=⇒= cos  

se cambian los límites de integración: 10cos;0
2

cos 21 ==== uu
π

 

3

1

3

1
0

3

1

3

0

31

1 330

1

30

1

2 =+=







−−








−=−=

−
=

=

=
∫

u

u

u
duu  

Comprobando (sin cambio de variable): 

3

1

3

1

3

0

3

cos 332

0

3

=







−−








−=−=

=

=

π
x

x

x
 

 
La integral indefinida de la función continua ( )xfy = , formalmente se define como: 
 

( ) CdxxF
x

a

+∫  

 
Ejemplo. 
Sea ( ) 86 += xxF  

( ) ( ) ( ) ( )( ) 3833833838
2

6
86 222

3

2

33

−+=−+−−+=+=+=
−−−

∫∫ xxxxxxdxxdxxF
xxx

 

( ) 383 2 −+=∴ xxxf  

( ) ( )xFx
dx

xdf =+= 86  

 
Esto significa que la integral indefinida , es una integral definida con extremo superior variable. 
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Gráficamente: 
 

y

x
aaaa xxxx

F(x)

( ) ( ) dxxFxf
x

a
∫=

 
 
Finalmente, a partir de lo anterior, se tiene que: 

( ) ( )xFdxxF
dx

d x

a

=∫  

y 

( )
( )

( ) CxFdxxF
dx

d

xdF

+=∫
43421

 

pero por definición de diferencial: ( ) ( )dxxF
dx

d
xdF =  

 

( ) ( ) CxFxdF +=∴ ∫  

 
El teorema fundamental del cálculo establece que la diferenciación y la integración son operaciones 
inversas. 

Los símbolos ∫  y d   son operadores inversos. 

 
 
IV.9 TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CÁLCULO INTEGRAL 
 

Si ( )xfy =  es continua en el intervalo [ ]ba, ; m es el mínimo absoluto que ocurre en mx ; M es el 

máximo absoluto que ocurre en Mx . Es decir: 

( ) bxamxf mm ≤≤=  

( ) bxaMxf MM ≤≤=  

( ) [ ]baxMxfm ,∈∀≤≤  
 

∴ existe un número [ ]bax ,0 ∈  tal que: 
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( ) ( )( ) ( ) Mxfmbxaabxfdxxf
b

a

≤≤≤≤−=∫ 000 ,  

La igualdad ( ) ( )( )abxfdxxf
b

a

−=∫ 0  se interpreta que, en toda función continua, el área bajo la curva 

siempre podrá ser igual al área de un rectángulo que tenga como base la amplitud del intervalo de 
definición de la función y como altura el valor de la función en algún punto del intervalo. 
 
Gráficamente esto es: 
 

y

x
aaaa bbbb

( ) dxxf
b

a
∫=

x0

f(x 0)

( )( )
321321

BaseAl tura

abxf −= 0

 
 
Ejemplo. 

Obtener 0x de la función 23xy = en el intervalo 21 ≤≤ x . 

 
Solución. 

7183
2

1

3
2

1

2 =−==
=

=∫
x

x
xdxx  

Aplicando el teorema del valor medio del cálculo integral: 

( )( ) ( ) 7
12

7
127 00 =

−
=⇒−= xfxf  

despejando x  de la función: 5275.1
3

7

3 0 ≅=∴= x
y

x . 

 
 
IV.10 INTEGRACIÓN POR PARTES 
 
Sean dos funciones u  y v  derivables de x , y considerando la regla para obtener la diferencial de un 
producto: 
  

( ) duvdvuvud ⋅+⋅=⋅  
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( ) duvvuddvu ⋅−⋅=⋅  

( ) ∫∫∫ ⋅−⋅=⋅ duvvuddvu  

∫∫ ⋅−⋅=⋅⇒ duvvudvu  

 
El integrando se separa en dos partes. Una de ellas se iguala a u  y la otra a dv  (por eso se llama 
método de integración por partes). Se deben considerar dos aspectos: 
 
1) La parte que se iguala a dv  debe ser fácilmente integrable. 

2) ∫ ⋅ duv no debe ser más complicada que ∫ ⋅ dvu  

 
Ejemplos. 
Calcular las siguientes integrales aplicando el método de integración por partes: 
 

1) ∫ dxex x  

xx evdxedvxduxu =⇒==⇒= ,  

Ceexdxeexdxex xxxxx +−=−=∴ ∫ ∫  

2) ∫ dxxsenx  

xvdxxsendvdxduxu cos, −=⇒==⇒=  

( ) Cxsenxxdxxxxdxxxxdxxsenx ++−=+−=−−−=∴ ∫∫ ∫ coscoscoscoscos  

3) ∫ + dxxx 1  

( ) ( )2

3

2

1

1
3

2
11, xvdxxdxxdvdxduxu +=⇒+=+==⇒=  

( ) ( ) ( ) ( ) Cxx
x

dxxxxdxxx ++−+=+−+=+∴ ∫ ∫ 2

5

2

3

2

3

2

3

1
15

4
1

3

2
1

3

2
1

3

2
1  

        ( ) ( ) Cxx
x ++−+= 53 1

15

4
1

3

2
 

4) ∫ dxxsen2  

∫∫ = dxxsenxsendxxsen2  

xvdxxsendvdxxduxsenu cos,cos −=⇒==⇒=  

( ) ( )( ) ∫∫ ∫ +−=−−−=∴ dxxxxsendxxxxxsendxxsenxsen 2coscoscoscoscos  

pero se sabe que: xsenxxxsen 2222 1cos1cos −=∴=+  

( ) ∫ ∫∫ −+−=−+−= dxxsendxxxsendxxsenxxsen 22 cos1cos  

pero la última integral es igual que la buscada, pero con signo contrario, por lo tanto: 

C
xxsenx

dxxsenCxxxsendxxsen +−=⇒++−= ∫∫ 2

cos
cos2 22  

5) ∫ dxex x23  

xx evdxedvdxxduxu 2223

2

1
,3 =⇒==⇒=  
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43421
partesporegral

x
x

xxx dxex
ex

dxxeexdxex

int

22
23

222323

2

3

2
3

2

1

2

1
∫∫∫ −=−=⇒  

xx evdxedvdxxduxu 222

2

1
,2 =⇒==⇒=  

43421
partesporegral

x
x

xxx dxex
ex

dxxeexdxex

int

2
22

22222

2
2

2

1

2

1
∫∫∫ −=−=⇒  

xx evdxedvdxduxu 22

2

1
, =⇒==⇒=  

x
x

xxx e
ex

dxeexdxex 2
2

222

4

1

22

1

2

1 −=−=⇒ ∫∫  

Ce
exexex

dxex x
xxx

x +















−−−=∴ ∫

2
22223

23

4

1

222

3

2
 

     C
eexexex xxxx

+−+−=
8

3

4

3

4

3

2

222223

 

 
 
IV.11 INTEGRALES TRIGONOMÉTRICAS 
 
Las identidades más usadas en la resolución de integrales trigonométricas son: 
  

1) 1cos22 =+ xxsen      2) xx 22 tan1sec +=   

3) xx 22 cot1csc +=      4) ( )xxsen 2cos1
2

12 −=  

5) ( )xx 2cos1
2

1
cos2 +=     6) ( )xsenxxsen 2

2

1
cos =  

7) xxsen cos1
2

1
2 2 −=     8) xx cos1

2

1
cos2 2 +=  

9) ( ) ( )[ ]yxsenyxsenyxsen ++−=
2

1
cos    

10) ( ) ( )[ ]yxyxysenxsen +−−= coscos
2

1
 

11) ( ) ( )[ ]yxyxyx ++−= coscos
2

1
coscos    

 
Ejemplos. 
Calcular las siguientes integrales utilizando identidades trigonométricas: 
 

1) ∫ dxxsen2  

Cxsenxdxxdxxsen +−=






 −= ∫∫ 2
4

1

2

1
2cos

2

1

2

12  
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2) ∫ dxx3cos2  

Cxsenxxdxdxx ++=+= ∫∫∫ 6
12

1

2

1
6cos

2

1

2

1
3cos2  

3) ∫ dxx5cos  

( ) ( ) dxxxsendxxxdxxx ∫∫∫ −== cos1coscoscoscos
22224  

( ) dxxxsendxxxsendxxdxxxsenxsen ∫∫∫∫ +−=+−= coscos2coscos21 4242  

CxsenxsenxsenCuuxsenduuduuxsen ++−=++−=+−= ∫∫
535342

5

1

3

2

5

1

3

2
2  

4) ∫ dxxxsen 32 cos  

( ) ( ) dxxxsenxsendxxxsenxsendxxxsen ∫∫∫ −=−= coscos1cos 422232  

Cxsenxsendxxxsendxxxsen +−=−= ∫∫
5342

5

1

3

1
coscos  

5) ∫ dxx2sec4  

( )∫∫∫ ++= dxxxdxxxdxx 2sec2tan12sec2sec2sec 22224

Cxxdxxxxdx ++=+= ∫∫ 2tan
6

1
2tan

2

1
2sec2tan2sec 3222  

6) ∫ dxxxsen 4cos2  

( ) ( )[ ] ( ) ∫∫∫∫ +−=++−= xdxsendxxsendxxxsenxxsendxxxsen 6
2

1
2

2

1
4242

2

1
4cos2  

( )( ) ( ) ( ) CxxCxx +−−=+−






+−−






−= 6cos
12

1
2cos

4

1
6cos

6

1

2

1
2cos

2

1

2

1
 

7) ∫ dxxsenxsen5  

( ) ( )[ ] ∫∫∫∫ −=+−−= xdxdxxdxxxxxdxxsenxsen 6cos
2

1
4cos

2

1
5cos5cos

2

1
45  

( ) CxsenxsenCxsenxsen +−=+






−






= 6
12

1
4

8

1
6

6

1

2

1
4

4

1

2

1
 

8) ∫ dxxx 2cos3cos  

( ) ( )[ ] ∫∫∫∫ +=++−= xdxdxxdxxxxxdxxx 5cos
2

1
cos

2

1
23cos23cos

2

1
2cos3cos  

CxsenxsenCxsenxsen ++=+






+= 5
10

1

2

1
5

5

1

2

1

2

1
 

 
 
IV.12 MÉTODO DE INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES 
 
Si P  y Q  son dos funciones polinómicas, teóricamente siempre es posible resolver integrales de la 

forma:  
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( )
( )dx
xQ

xP
∫  

 
Si el grado de ( )xP  es menor que el de ( )xQ  se dice que es una fracción propia, en caso contrario es 
una fracción impropia. 
 
En la práctica, la obtención de dichas integrales depende de que sea posible factorizar el denominador 

( )xQ . 
 
Por la naturaleza de los factores del denominador, se consideran cuatro casos: 
 
Caso 1: Factores lineales distintos 
 
A cada factor lineal bax + , del denominador de una fracción racional propia, le corresponde una fracción 

de la forma 
bax

A

+
 siendo A  una constante a determinar. 

 
Ejemplos 

1) Hallar: ∫ − 42x

dx
 

224

1
2 −

+
+

=
− x

B

x

A

x
, multiplicando por 42 −x  se tiene: ( ) ( )221 ++−= xBxA  

Si ( ) ( )
4

1
14222212 =⇒=⇒++−=⇒= BBBAx  

Si ( ) ( )
4

1
14222212 −=⇒=−⇒+−+−−=⇒−= AABAx  

Cxxdx
x

dx
xx

dx +−++−=
−

+
+

−
=

−
∴ ∫∫∫ 2ln

4

1
2ln

4

1

2
4
1

2
4
1

42
 

 

2) Hallar: 
( )

∫ −+
+

xxx

dxx

6

1
23  

( ) 236
1

6
1

223 −
+

+
+=

−+
+=

−+
+

x

C

x

B

x

A

xxx

x

xxx

x
, multiplicando por xxx 623 −+  se tiene: 

( )( ) ( ) ( )32231 ++−+−+=+ xxCxxBxxAx  

Si ( )( )
6

1
1600203010:0 −=⇒=−⇒++−+=+= AACBAx  

Si ( )( )
15

2
2150233013:3 −=⇒−=⇒+−−−+=+−−= BBCBAx  

Si ( )( )
10

3
3103220012:2 =⇒=⇒+++=+= CCCBAx  
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( )
dx

x
dx

x
dx

xxxx

dxx
∫∫∫∫ −

+
+

−
+

−
=

−+
+∴

2
10

3

3
15

2

6

1

6

1
23 Cxxx +−++−−= 2ln

10

3
3ln

15

2
ln

6

1
 

 
Caso 2: Factores lineales iguales 
 

A cada factor cuadrático de la forma ( )nbax + , donde 1≥n , que figure en el denominador de una 

fracción racional propia, le corresponde una suma de n  fracciones de la forma 

( ) ( ) ⋅⋅⋅+
+

+
+

+
+ 32 bax

C

bax

B

bax

A
 siendo ⋅⋅⋅,,, CBA  constantes a determinar. 

 
Ejemplos. 

1) Obtener: ( )∫ − 22x

dxx
 

( ) ( )( ) ( )22 22222 −
+

−
=

−−
=

− x

B

x

A

xx

x

x

x
 

multiplicando por ( )22−x  se tiene: ( ) BxAx +−= 2  

Si 202:2 =⇒+== BBx  

Si ( ) 122220:0 =⇒=⇒+−== AAAx  

( ) ( )∫∫∫ −
+

−
=

− 22 2

2

22 x

dx

x

dx

x

dxx
 

ahora, haciendo el cambio de variable para la última integral:  

( ) ∫∫
−=

−
⇒=⇒−= duu

x

dx
dxduxu 2

2
2

2

2
2  

finalmente: 

( ) C
x

xC
u

x
x

dxx +
−

−−=+
−

+−=
−

−

∫ 2

2
2ln

1

2
2ln

2

1

2  

 

2) Obtener: 
( )

∫ +−−
+

1

53
23 xxx

dxx
 

 
 

( )( ) ( )( )( ) ( )2223 111111

53

121

53

1

53

−
+

−
+

+
=

−−+
+=

+−+
+=

+−−
+

x

C

x

B

x

A

xxx

x

xxx

x

xxx

x
,  

multiplicando por 123 +−− xxx  se tiene: ( )( ) ( )( ) ( )1111153 ++−++−−=+ xCxxBxxAx  

Si ( ) ( )( )
2

1

4

2
24001111513:1 ==⇒=⇒++−−−−=+−−= AACBAx  

Si ( ) ( ) 4
2

8
821100513:1 ==⇒=⇒+++=+= CCCx  

Si ( ) ( ) ( )( ) ( )104101010
2

1
503:0 2 ++−++−=+= Bx  
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2

1
54

2

1
4

2

1
5 −=⇒−+=⇒+−=⇒ BBB  

( )
( )∫∫∫∫ −

+
−

−
+

+
=

+−−
+∴

223 1

4
1

2

1

1
2

1

1
53

x

dx

x

dx

x

dx

xxx

dxx
. Ahora, haciendo el cambio de variable para la 

última integral:   ( ) ∫∫
−=

−
⇒=⇒−= duu

x

dx
dxduxu 2

21

4
1  

finalmente: 
 

( )
C

x
xxC

u
xx

xxx

dxx +
−

−−−+=+
−

+−−+=
+−−

+ −

∫ 1

4
1ln

2

1
1ln

2

1

1

4
1ln

2

1
1ln

2

1

1

53 1

23
 

 
Caso 3: Factores cuadráticos distintos 
 

A cada factor cuadrático irreducible cbxax ++2 , que figure en el denominador de una fracción racional 

propia, le corresponde una fracción de la forma 
cbxax

BAx

++
+

2  siendo BA,   las constantes a determinar. 

 
Ejemplos. 

1) Obtener dx
xx

xxx
∫ ++

+++
23

2
24

23

 

( )( ) 1212

2

23

2
2222

23

24

23

+
++

+
+=

++
+++=

++
+++

x

DCx

x

BAx

xx

xxx

xx

xxx
, multiplicando por 23 24 ++ xx  se tiene: 

( )( ) ( )( )212 2223 +++++=+++ xDCxxBAxxxx  

DCxDxCxBAxBxAxxxx 222 232323 +++++++=+++
( ) ( ) ( ) DBxCAxDBxCAxxx 222 2323 +++++++=+++  

Comparando: 
( )
( )
( )
( )4_22

3_12

2_1

1_1

=+
=+

=+
=+

DB

CA

DB

CA

 

de ( )1 : CA −= 1  

sustituyendo en ( )3 : 0121 =⇒=+− CCC  

101 =−=∴ A  

de ( )2 : DB −= 1 ,  

sustituyendo en ( )4 : 1221 =⇒=+− DDD , 

011 =−=∴ B  

∫∫∫∫∫ +
+

+
=

+
++

+
+=

++
+++

121

10

2

01

23

2
222224

23

x

dx

x

dxx
dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

xxx
, Ahora, haciendo el cambio de 

variable para la primera integral:   ∫⇒=⇒+=
u

du
dxxduxu

2

1
222  

finalmente: 
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CxxCxudx
xx

xxx +++=++=
++

+++ −−
∫

121
24

23

tan2ln
2

1
tanln

2

1

23

2
 

 

2) Obtener dx
xx

xxx
∫ ++

+++
34

3
24

23

 

( )( ) 1313

3

34

3
2222

23

24

23

+
++

+
+=

++
+++=

++
+++

x

DCx

x

BAx

xx

xxx

xx

xxx
, multiplicando por 34 24 ++ xx  se tiene: 

( )( ) ( )( )313 2223 +++++=+++ xDCxxBAxxxx  

DCxDxCxBAxBxAxxxx 333 232323 +++++++=+++
( ) ( ) ( ) DBxCAxDBxCAxxx 333 2323 +++++++=+++  

Comparando: 
( )
( )
( )
( )4_33

3_13

2_1

1_1

=+
=+

=+
=+

DB

CA

DB

CA

 

de ( )1 : CA −= 1  

sustituyendo en ( )3 : 0131 =⇒=+− CCC  

101 =−=∴ A  

de ( )2 : DB −= 1 ,  

sustituyendo en ( )4 : 1331 =⇒=+− DDD , 

011 =−=∴ B  

∫∫∫∫∫ +
+

+
=

+
++

+
+=

++
+++

131

10

3

01

34

3
222224

23

x

dx

x

dxx
dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

xxx
, Ahora, haciendo el cambio de 

variable para la primera integral:   ∫⇒=⇒+=
u

du
dxxduxu

2

1
232  

finalmente: 

CxxCxudx
xx

xxx +++=++=
++
+++ −−

∫
121

24

23

tan3ln
2

1
tanln

2

1

34

3
 

 
 
 
Caso 4: Factores cuadráticos iguales 
 

A cada factor cuadrático irreducible ( )n
cbxax ++2 , que se repita n veces en el denominador de una 

fracción racional propia, le corresponde una suma de n factores de la forma: 

( ) ( ) ⋅⋅⋅+
++

++
++

++
++

+
32222

cbxax

FEx

cbxax

DCx

cbxax

BAx
 siendo ⋅⋅⋅,,,, DCBA  constantes a determinar. 

 
Ejemplos. 

1) Obtener: ( )∫ +
++

dx
x

xx
22

23

4

42
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( ) ( )22222

23

444

42

+
++

+
+=

+
++

x

DCx

x

BAx

x

xx
  multiplicando por ( )22 4+x  se tiene:  

( )( ) ( )DCxxBAxxx ++++=++ 442 223  

( ) ( )DBxCABxAxDCxBAxBxAxxx +++++=+++++=++ 444442 232323  
Comparando: 

( )
( )
( )
( )4_44

3_04

2_1

1_2

=+
=+

=
=

DB

CA

B

A

 

de ( )1 : 2=A  

sustituyendo en ( )3 : ( ) 8024 −=⇒=+ CC  

de ( )2 : 1=B ,  

sustituyendo en ( )4 : ( ) 0414 =⇒=+ DD , 
 

( ) ( ) dx
x

x
dx

x

x
dx

x

xx
∫∫∫ +

+−+
+
+=

+
++

22222

23

4

08

4

12

4

42
 

( ) ( ) dx
x

x

x

dx
dx

x

x
dx

x

xx
∫∫∫∫ +

−
+

+
+

=
+

++
222222

23

4

8

44

2

4

42
 

Ahora, haciendo el cambio de variable para la primera y última integral:  

dxxduxu 242 =⇒+=       se tiene: 

∫∫∫ +
+

−=
22 2

8

42

2

u

du

x

dx
dx

u

du
 

finalmente: 

( ) Cu
x

udx
x

xx +−−=
+

++ −−
∫

11
22

23

4
2

tan
2

1
ln

4

42
 

C
x

x
x +

+
−−+= −

4

4

2
tan

2

1
4ln

2
12  

 

2) Obtener: ( )∫ +
−+−+−

dx
x

xxxxx
32

2345

2

4844
 

( ) ( ) ( )3222232

2345

2222

4844

+
++

+
++

+
+=

+
−+−+−

x

FEx

x

DCx

x

BAx

x

xxxxx
 multiplicando por ( )32 2+x  se tiene: 

( )( ) ( )( ) ( )FExxDCxxBAxxxxxx +++++++=−+−+− 224844 2222345  

( )( ) ( )( ) FExxDCxxxBAxxxxxx ++++++++=−+−+− 2444844 2242345

FExDCxDxCxBAxBxAxBxAx +++++++++++= 224444 232345  

( ) ( ) ( ) FDBxECAxDBxCABxAx +++++++++++= 242444 2345
 

Comparando: 
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( )
( )
( )
( )
( )
( )6_424

5_824

4_44

3_44

2_1

1_1

−=++
=++

−=+
=+

−=
=

FDB

ECA

DB

CA

B

A

 

de ( )1 : 1=A  

sustituyendo en ( )3 : ( ) 0414 =⇒=+ CC  

de ( )2 : 1−=B ,  

sustituyendo en ( )4 : ( ) 0414 =⇒−=+− DD , 

de ( )5 : ( ) ( ) 402148 =−−=E ,  

de ( )6 : ( ) ( ) 002144 =−−−−=F ,  

( ) ( ) ( )∫∫∫∫ +
++

+
++

+
−=

+
−+−+−

dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

xxxxx
3222232

2345

2

04

2

00

2

11

2

4844
 

( )∫∫∫ +
+

+
−

+
= dx

x

x

x

dx
dx

x

x
3222

2

4

22
 

Ahora, haciendo el cambio de variable para la primera y última integral:  

dxxduxu 222 =⇒+=       se tiene: 

∫∫∫ +
+

−=
32 2

4

22

1

u

du

x

dx
dx

u

du
 

finalmente: 

( ) Cu
x

udx
x

xxxxx +−−=
+

−+−+− −−
∫

21
32

2345

2
tan

2

1
ln

2

1

2

4844
 

( ) C
x

x
x +

+
−−+= −

22

12

2

1

2
tan

2

1
2ln

2

1
 

 
Ejemplo. 
Resolver la siguiente integral racional impropia: 

∫ −
−−−

dx
xx

xxx
23

34 1
 

efectuando la división se tiene:  

x

x

xx

xxxxx

1

1
34

3423

−−

+−
−−−−  

( )
dx

xx

x
xdx

xx

xxx
∫∫ 






−
−−+=

−
−−−∴

2323

34 11
 

( ) 11
11

2223 −
++=

−
−−=

−
−−

x

C

x

B

x

A

xx

x

xx

x
,   multiplicando por 23 xx −  se tiene:  
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( ) ( ) 2111 CxxBxAxx +−+−=−−  

Si ( ) 2100111 2 −=⇒++=−−⇒= CCBAx  

Si ( ) 110100100 =⇒−=−⇒+−+=−−⇒= BBCBAx  

Si ( )( ) ( ) ( )( ) 2812322121122122 2 =⇒−+=−⇒−+−+−=−−⇒= AAAx  
 

( )
dx

x
dx

x
dx

x
dxxdx

xx

x
x ∫∫∫∫∫ −

−+++=






−
−−+∴

1

2121
223

  

       Cx
x

x
x +−−−+= 1ln2

1
ln2

2

2

  

 
 
IV.13 INTEGRALES IMPROPIAS 
 

Una integral definida ( )∫
b

a

dxxf  se denomina impropia si: 

a) El integrando ( )xf , tiene uno o más puntos de discontinuidad en el intervalo bxa ≤≤  
b) Por lo menos uno de los límites de integración es infinito. 
 
a) Integrando discontinuo 
 
i) Si ( )xf  es continuo en el intervalo bxa <≤  pero es discontinua en bx =  se tiene que: 
 

( ) ( )∫ ∫
−

→ +
=

b

a

b

a

dxxfdxxf
ε

ε 0
lim  

 
siempre que exista el límite. 
 
Ejemplo. 

Calcular: ∫ −

3

0
29

dx
x

dx
;  es discontinua en 3=x    

ε

ε

ε

ε

−
−

→

−

→
=

−
∴ ∫+

3

0

1

0

3

0
20 3

lim
9

lim
x

sendx
x

dx  

2
010

3

3

3

0

3

3
lim 11111

0

πε
ε

=−=−=




 −−= −−−−−

→
sensensensensen  

 
ii) Si ( )xf  es continuo en el intervalo bxa ≤<  pero es discontinua en ax =  se tiene que: 
 

( ) ( )∫ ∫
+

→ +
=

b

a

b

a

dxxfdxxf
ε

ε 0
lim   

 
siempre que exista el límite. 
 
Ejemplo. 
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Calcular: ∫ −

5

2 2x

dx
;  es discontinua en 2=x   

5

20

5

2
0

22lim
2

lim
εε

ε
ε +→

+
→

−=
−

∴
++ ∫ x

x

dx [ ] 32032222252lim
0

=−=−+−−=
+→

ε
ε

 

 
iii) Si ( )xf  es continuo en el intervalo bxa ≤≤  pero es discontinua en cx = , donde bca << , se 
tiene que:  
 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫
+

→

−

→ ++
+=

b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf
ε

ε

ε

ε 00
limlim  

 
siempre que exista el límite. 
 
Ejemplos. 

1) Calcular: 

( )∫
−

4

0 3

2

2x

dx
;  presenta discontinuidad en 2=x   

 

( )

4

2

3

0

2

0

3

0

4

0 3

20
23lim23lim

2
lim

εε

ε

εε +→

−

→→
−+−=

−
∴

+++ ∫ xx
x

dx
 

( ) ( )33

0

33

0
223243lim203223lim −ε+−−+−−−ε−=

++ →ε→ε
 

( ) ( )33

0

33

0
323lim233lim ε−+−−ε=

++ →ε→ε
( ) 3333 262322323 ==+−−=  

 

2) Calcular: ∫
−

8

1 3

1

x

dx
;  presenta discontinuidad en 0=x   

 

8

0

3 2
0

1

3 2

0

8

1 3

10 2

3

2

3
limlim

ε

ε

εε
+

−

−
→

−
→ 













+=∴

++ ∫ xx

x

dx  

( ) ( ) ( ) 






 ε+−+






 −−ε−=
→ε→ε

3 23 2

0

3 23 2

0
0

2

3
8

2

3
lim1

2

3
0

2

3
lim ( ) 5.4

2

9
04

2

3

2

3
0 ==++−=  

 
b) Límites de integración infinitos 
 
i) Si ( )xf  es continuo en el intervalo kxa ≤≤  
 

( ) ( )∫ ∫
+∞

∞+→
=

a

k

a
k

dxxfdxxf lim  

 
siempre que exista el límite. 
 
Ejemplo. 
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Calcular: ∫
∞

+0
2 4x

dx
 








 −==
+

=
+

−−

∞→

−

∞→∞→

∞

∫∫ 2
0

tan
2
1

2
tan

2
1

lim
2

tan
2
1

lim
4

lim
4

11

0

1

0
2

0
2

kx

x

dx

x

dx
k

k

k

k

k
 

( )
4

0
2

1

22

1

2

0
tan

2

1

2
tan

2

1 11 ππ =−






=−∞= −−  

 
ii) Si ( )xf  es continuo en el intervalo bxj ≤≤  
 

( ) ( )∫ ∫
∞−

∞−→
=

b b

j
j

dxxfdxxf lim  

 
siempre que exista el límite. 
 
Ejemplo. 

Calcular: ∫
∞−

0
2 dxe x  

( )







 −===
−∞→−∞→−∞→

∞−
∫∫

j

j
j

x

j
j

x

j

x eeedxedxe 202
0

2
0

2
0

2

2

1

2

1
lim

2

1
limlim  

2

1
0

2

1

2

1

2

1 0 =−=−= ∞−ee  

 
 iii) Si ( )xf  es continuo en el intervalo kxj ≤≤  
 

( ) ( ) ( )∫∫ ∫ −∞→

+∞

∞−
∞+→

+=
a

j
j

k

a
k

dxxfdxxfdxxf limlim  

 
siempre que ambos limites existan. 
 
Ejemplo. 

Calcular: ∫
∞

∞− + 241 x

dx
 

Utilizando el cero como referencia, es decir, integrando de 0  a ∞  y de ∞−  a 0 , se tiene: 
0

1

0

1
0

2
0

22
2tan

2

1
lim2tan

2

1
lim

41
lim

41
lim

41 j
j

k

k
j

j

k

k
xx

x

dx

x

dx

x

dx −

−∞→

−

∞→−∞→∞→

∞

∞−

+=
+

+
+

=
+ ∫∫∫  

( ) ( )( )∞−−+−∞= −−−− 1111 tan0tan
2

1
0tantan

2

1

 

2442
0

2

1
0

22

1 πππππ =+=














−−+






 −=
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IV.14 APLICACIONES DE LA INTEGRAL 
 
Existen muchos campos del conocimiento en que existen aplicaciones de la integral. Por la naturaleza de 
este concepto, puede aplicarse tanto en Geometría, en Física, en Economía e incluso en Biología.  
 
Por sólo citar algunos ejemplos, a continuación se mencionan las aplicaciones más conocidas de la integral: 
 
1. Hallar el área de regiones planas. 
2. Obtener los volúmenes de sólidos de revolución.  
3. Calcular volúmenes de sólidos con secciones conocidas.  
4. Determinar la longitud de arco de una curva.  
5. Examinar el comportamiento aleatorio de variables continuas (función de densidad probabilidad). 
6. Conocer el valor promedio de una función.  
7. Hallar momentos (fuerzas que ejercen ciertas masa con respecto a un punto) y centros de masa o 

centroide (el punto en que un objeto se equilibra horizontalmente).  
8. Encontrar la presión ejercida por un fluido.  
9. Calcular el trabajo realizado de mover un objeto de un punto a otro. 
10. Obtener velocidades y aceleraciones de móviles. 
11. Conocer el superávit del consumidor (cantidad de dinero ahorrado por los consumidores, al comprar 

un artículo a un precio dado). 
12. Determinar el flujo sanguíneo (volumen de sangre que pasa por una sección transversal por unidad de tiempo) 

de una persona y su gasto cardiaco (volumen de sangre bombeado por el corazón por unidad de tiempo. 
 
A continuación se profundiza en las primeras dos aplicaciones enlistadas. 
 
 
IV.14.1 CÁLCULO DE ÁREAS PLANAS 
 
Para calcular una área plana, se efectúa la siguiente metodología: 
 
1. Se trazan las  curvas que limitan el área que se desea conocer. 
2. Se identifican los puntos en los que se cortan las curvas. 
3. Se determina la zona de la que hay que calcular el área. 
4. Se decide que variable conviene integrar 
5. Se procede a integrar bajo los límites encontrados. 
 
Ejemplos. 
Hallar el área limitada por las siguientes condiciones: 
 

1) Curva 2xy = , el eje x  y por las rectas 1=x  y 3=x  
Solución: 

x

y

1 2 3 4

16

8

4

12
Área
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2

3

1

33

1

2 66.8
3

26

3

1

3

27

3
u

x
dxxA ≈=−=== ∫  

 

2) El eje y , la curva 228 yyx −+=    y por las rectas 1−=y  y 3=y  
Solución: 
 

x

y

1 2 3 4

4

1

-1

3

Área

5 6 7 8

2

9

 
 

( ) ( ) 






 ++−−−+=







−+=−+=

−−
∫ 3

1
189924

3
828

3

1

3
2

3

1

2 y
yydyyyA

266.30
3

92

3

20
24 u≈=







−−=  

 

3) Curva 672 +−= xxy , el eje x  y por las rectas 2=x  y 6=x  

Solución: 
 

x

y

2 4

-2

-4

Área

6

2

-6

4

 
 
Por situarse debajo del eje de integración ( )x , debe afectarse todo por un signo negativo. 
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( ) ( ) ( ) 














 +−−






 +−−=







+−−=+−−= ∫ 124

2

7

3

8
3636

2

7

3

216
6

2

7

3
67

6

2

2
36

2

2 xx
x

dxxxA  

( ) ( ) 266.18
3

56

3

2
181214

3

8
3612672 u≈=















−−−=














 +−−+−−=  

 

4) Curva xxxy 86 23 +−=  y el eje x   
Solución: 
 

x

y

2 4

-2

Área2

 
 
La curva corta al eje x  en 2,0  y 4  

( ) ( )∫∫ +−−+−=∴
4

2

23
2

0

23 8686 dxxxxdxxxxA  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]16164641286401616442
4

42
4

4

2

23
4

2

0

23
4

+−−+−−−+−=







+−−








+−= xx

x
xx

x

2844 u=+=  

5) Hallar el área comprendida entre la parábola xy 42 =   y la recta 42 −= xy  

Solución: 

x

y

1 2 3 4

4

1

-1

3

Área

5 6 7

2

-2

-3

-4
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Despejando x  de la ecuación de la recta: 
2

4+= y
x   y sustituyendo en la ecuación de la parábola: 

( ) 8242
2

4
42 +=+=







 += yy
y

y  

0822 =−− yy , resolviendo la ecuación: ( )( ) 4,2042 21 =−=⇒=−+ yyyy  

4
2

44
,1

2

42
21 =+==+−=∴ xx  ( ) ( )4,4,2,1 21 PP −∴  

Área pedida = Área bajo la recta - Área bajo la parábola: 
4

2

3
4

2

24

2

24

2

4

2

24

2 12
2

44
2

242

4

−−−−−








−








+=−







 +=−+= ∫∫∫∫
y

y
y

dy
y

dy
y

dy
y

dy
y

A

( ) ( )[ ] ( )[ ] 29615
12

72
312

12

8

12

64
4184 u=−=




−−−=














−−−−−+=  

 

6) Hallar el área comprendida entre las parábolas 26 xxy −=   y  xxy 22 −=  
Solución: 
 
Igualando las ecuaciones para obtener los puntos de intersección: 

08208226 2222 =−⇒=+−⇒−=− xxxxxxxx  
factorizando: 

( ) ⇒=− 082xx 01 =x  

⇒=− 082x 4
2

8
2 ==x  

( ) 000006 2
1 =−=−=y  

( ) 81624446 2
2 =−=−=y  

∴ los puntos de intersección son:  ( ) ( )8,4,0,0 21 PP  
Área pedida = Área bajo la parábola 1 - Área bajo la parábola 2: 
 
 

x

y

2 4

2

(0,0)

Área

6

6

8

4

8

P (4,8)

y = x 2 - 2x

y = 6x - x 2 
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( ) ( )
4

0

2
3

4

0

3
2

4

0

2
4

0

2

33
326 








−−








−=−−−= ∫∫ x

xx
xdxxxdxxxA

( ) ( ) ( ) 266.21
3

64
16

3

64

3

64
480016

3

64
00

3

64
163 u≈=+−−=







 −−






 −−






 −−






 −=  

 
 
IV.14.2 VOLÚMENES SÓLIDOS DE REVOLUCIÓN 
 
Si una función se gira con respecto a un eje del plano se genera un volumen conocido como sólido de 
revolución y al eje se le llama eje de revolución. 
 
Gráficamente, esto es: 
 

xaaaa bbbb

y

x

aaaa bbbb

y

Gira

y = f(x)

Función Sólido de 
revolución

 
 
En general, una función puede girarse libremente, por lo que la forma del sólido que se genera depende, 
tanto de la naturaleza de la función, como del eje de revolución. 
 
En las siguientes gráficas se aprecia como se forman sólidos de revolución conocidos, si se giran 
funciones muy elementales: 
 

xaaaa bbbb

y

x

aaaa bbbb

y

Gira

y = f(x)

Constante Cilindro
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xaaaa bbbb

y

x

aaaa bbbb

y

Gira

y = f(x)

Triángulo 
rectángulo

Cono

 

x

y

x

aaaa

y

Gira

y = f(x)

Semicircunferencia Esfera

aaaa

 
 
Un volumen del sólido de revolución se conforma de la suma infinita de franjas unitarias de volumen y si se 
genera haciendo girar a una función ( )xf  alrededor del eje x , se puede calcular por medio de:  
 

( )[ ]∫ ⋅π=
b

a

dxxfV 2
 

 

donde a  y b  representan las rectas que lo limitan, es decir, son los extremos. 
 
Ejemplos. 
Calcular el volumen del sólido de revolución generado al hacer girar las siguientes funciones con los 
límites marcados y el eje de revolución dado. 
 

1) 2xy = , el eje x  y las rectas 1=x  y 2=x  
 
Solución: 

[ ] 3

2

1

52

1

4
2

1

22 47.19
5

31

55

32

5
u

x
dxxdxxV ≈π=π−π=π=π=π= ∫∫  
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x

y

x

y

Gira

y = x 2

21

21

 
 
 

2) xy 82 = , el eje x  y las rectas 0=x  y 2=x  
 
Solución: 

[ ] 3

2

0

2
2

0

2

0

2
26.5016016488 uxdxxdxxV ≈=−==== ∫∫ πππππ  

 

x

y

x

y

Gira

y2 = 8x

21 21

 
 
 

3) 24xy = , el eje y  y las rectas 0=y  y 16=y  
 
Solución: 

3

16

0

216

0

16

0

2

53.100320
8

256

844
u

y
dy

y
dy

y
V ≈=−===








= ∫∫ πππππ  
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x

y

Gira

y = 4x 2

8-8

16

x

y

8-8

16

 
 
4) xy 2= , el eje y  y las rectas 2=y  y 4=y  
 
Solución: 

3

4

2

34

2

24

2

2

66.14
12

56

12

8

12

64

1242
u

y
dy

y
dy

y
V ≈π=π−π=π=π=




π= ∫∫  

 

x

y

Gira

y = 2x

2-2

4

2

x

y

2-2

4

2

 
 
 
IV.15 ECUACIONES DIFERENCIALES SENCILLAS 
 
IV.15.1 ORDEN, GRADO Y SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL 
 
Una ecuación que contiene derivadas o diferenciales se llama ecuación diferencial. 
 
Ejemplos. 

1)  783 =+ y
dx

dy
x  
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2)  3
2

2

2 x
dx

dy
y

dx

dy
e

dx

yd x =+−  

3)  
2

2

dx

xd
mF ⋅=  (segunda ley de Newton) 

 
El orden de una ecuación diferencial es igual al de la derivada de más alto orden que aparece en la ecuación. 
 
Ejemplos. 
 

1)  043
2

=++ y
dx

yd

dx

dy
 (ecuación diferencial de segundo orden) 

2)  058
4

4

3

3

=−− x
dx

yd
xy

dx

yd
x  (ecuación diferencial de cuarto orden) 

 
El grado de una ecuación diferencial es el exponente mayor de la derivada de mayor orden de la ecuación. 
 
Ejemplos. 
 

1)  ( ) 0972
2

3

3
5

2

2

=+







++ x

dx

yd
xy

dx

yd
  (ecuación diferencial de tercer orden y segundo grado) 

2)  01211984
8

5

5

3

3

=−






−−−
dx

dy

dx

yd
yx

dx

yd
  (ecuación diferencial de quinto orden y primer grado) 

3)  0158146
3

4

4

2

2

=−







−−

dx

dy

dx

yd
xy

dx

yd
  (ecuación diferencial de cuarto orden y tercer grado) 

 
Una solución de una ecuación diferencial es aquella que satisface a la ecuación, por ejemplo, si se tiene: 

043
2

2

=−+ y
dx

dy

dx

yd
, una solución es: xx eey 438 −+= , esto es: 

xx ee
dx

dy 4128 −−=  

xx ee
dx

yd 4
2

2

488 −+=  

sustituyendo en la ecuación: 

 ( ) ( )xxxxxx eeeeee 444 3841283488 −−− +−−++  

012323624488 444 =−−−++= −−− xxxxxx eeeeee  

 
 
IV.15.2 SOLUCIÓN DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES (DE PRIMER Y SEGUNDO 
ORDEN) 
 
Dependiendo del tipo de ecuación diferencial, conviene aplicar un método de resolución particular. Por su 
sencillez, los más utilizados son el de la obtención de raíces del polinomio y el de separación de 
variables.  
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En el primer caso, suele utilizarse el operador D  en lugar de la derivada, a fin de que cada raíz ia  del 

polinomio formado, tenga la forma 
xa

i
ieC , donde iC  son constantes. Por su parte, la separación de 

variables, se efectúa a fin de facilitar su integración. 
 
Ejemplos. 
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales: 

1)  085 =+ y
dx

dy
 

Solución: 

( )
5

8
85085 −=⇒−=⇒=+ DDyD  

x
eCy 5

8

1

−
=∴  

comprobación: 
x

eC
dx

dy 5

8

15

8 −
−=  

sustituyendo: 0888
5

8
5 5

8

1
5

8

1
5

8

1
5

8

1 =+−=








+








−

−−−− xxxx
eCeCeCeC  

 

2)  0114 =− y
dx

dy
 

Solución: 

( )
4

11
1140114 =⇒=⇒=− DDyD  

x
eCy 4

11

1=∴  

comprobación: 
x

eC
dx

dy 4

11

14

11=  

sustituyendo: 0111111
4

11
4 4

11

1
4

11

1
4

11

1
4

11

1 =−=








−







 xxxx
eCeCeCeC  

 

3)  02811
2

2

=++ y
dx

dy

dx

yd
 

Solución: 

( ) ( )( ) 7,407402811 21
2 −=−=⇒=++⇒=++ DDyDDyDD  

xx eCeCy 7
2

4
1

−− +=∴  
 

4)  0242
2

2

=−+ y
dx

dy

dx

yd
 

Solución: 

( ) ( )( ) 4,60460242 21
2 =−=⇒=−+⇒=−+ DDyDDyDD  

xx eCeCy 4
2

6
1 +=∴ −  
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5)  ( ) ( ) 0248 =−−+ dyxdxy  
Solución: 

( ) ( )dyxdxy 248 −=+  
si se separan las variables se tiene: 

42
8

+
=

− y

dy

x

dx
, integrando: ∫∫ +

=
− 42

8
y

dy

x

dx
 

4ln2ln8 +=+ yx , elevando a la e : 

4ln2ln8 ++ = yx ee  

42ln8 +=+ ye x  

42ln8 −=∴ +xey  
 

6)  ( ) 012 =++ dyxdxy  
Solución: 

( )dyxdxy 12 +−=  
separando las variables: 

y

dy

x

dx −=
+12

, integrando: ∫∫ −=
+ y

dy

x

dx

12
 

yx lntan 1 −=− , elevando a la e : 

yx ee lntan 1 −=
−

 

ye x −=
−1tan

 

xey
1tan−

−=∴  

 
 
 


